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v t P O � T O v t - E X P E R  I M E N  T 1 L N ! u R � E N t 
z B Y T  K O v t N A P J A T  O S T I 

Ing .  Otakar Lébl 

§2�r� : Referát obsahuje 
'
návrh , ex per imentální stanov ení a apli

kaci nelineární ch fyz i káln í ch rovnic vhodných prc s tanov ení na
pjatosti  v pdlkmitu k=1 s ouč ásti plas t i c ky  deformované v pdlkmi
�u k=O. Je uv eden postup a výsledky teoretického výpoč tu z by tko
vého pnut í elastoplas ticky deformovaného nosní ku při uv a ž ování de
formač ní historie mat eri álu . Výpoč et  je ověřen dvěma experimentál
ními metodami . Pro vyhodnoc ení experimentální ch dat mechanické me
tody . j e uveden výpoč etní postup , který uvažuj e nelineární fy z ikál
ní rovnice a mez kluzu mat eriálu . 

1 . �!!!�!��!_!l�!!�!�!_r2v�!��_!_2�!��� 2!����_ E�!�!�� 

Záznam z ávislosti  napě t í  na poměrné deforma c i  s ouč ás t i ,  kte
rá byla v zatě ž ovac ím pdlkmitu elas toplasticky deformována ukazu
j e , že závislost 15- C je v odlehč ov ac ím pdlkmitu nelineární . Pro 
j ednoduché rozli ě ení veličin v zátěžném a odlehč ovacím pdlkmitu 
použ i j eme v e  shodě s l i t eraturou , i ndex 1=0 pro zátě žný pdlkmit a 
k=1 pro odlehč ovací pdlkmi t .  Pro z načnou č ás t  kov ových konstručních 
mat eriáld experimenty ukazuj í ,  ž e  pro vy j ádření z áv i s l o s t i  5'� C (O 
j e  vhodná nelineární fY z i kální rovni c e ,  která uvažu j e  deformační 
historii materiálu , t j .  vliv d eforma c í  t :t . V prác i I I I  by� na
vrženy fyzikální rovnice ve tvaru 

e (4' . oL d ,  (1 '1 (4J ,,-t ,.1 ", 2 
,. IV,.,. ',.,, ' G" 4 • ,6,.,. ' rl''' . ( 6.11 ) ( 1 ) 

kde .ó:: • .  11E (IfP. ,- 1 
r,.!l s 47',. .. .  ( 1. ",,) - -",  .r,.:t • .1, .. .  ./, r  - D,r ; rl,... j e  Kroneckerllv symbol 

,.� ,,-t ( (OJ ) 
,jr,. • ,6,.,. E. pl • I Pro s tanov ení materiálov é  charakteristiky .6� byl vyprac ován 

následuj í c í  �ostup : 

a )  Z grafického vy j ádření vztahu ( \ ) ,  kt erý aproximu j e  experimen

tální data , viz obr . 1 ,  Vyplývá , že polov ina h3r s t er e zní sDWčky 
je urč ena vztahem 
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lIJ '''/ li) a d ále , pro urč i t ou hodnotu napě t í  Z ·  6G z intervalu O '  Z ·ISa. ' R e  
l z e  stanov i t.  z ávis lost A E:: n a  . é �oJ • Jestli!e. vy jádříme experi
mentální data ( � E;;' , l �� ) aproximací 

101 ( "I (<J 2 f p l = Otl + °4 ' .4 Ep� ) . O" ( A (' p � }  
p�at í pro .ó:,..t vz tah 

P l  ��---,=- )  - 2 .b ,... c ( A  • a ·  tl + C ·  é �� • (G':) 
kd e 
A ·  - O, S � 0 2  4 ' Q  . o 'II 8 " - A ·  ( ., - �) Q. C = " ' 41 . 

afl. - 4 0 ""0 ",,, 

(J ) 

Aplika c í  kvadrati cké regrese na z áv i slost (3 ) lze urč i t.  pro daná 
exper imentální data koeficienty o" , ,, _ a Q2 ' Z experimentd provede
ných v práci. / 1 1  dále vyplývá ,  ! e  materiál j e  v pdlkmitu Jr=1 iso
tropní , elast oplas t ický a plat í 

.4 ��1 • -ó :"  • A:;'. ",,:.' - .6:/ • A fa'  • - 4S" · A :;t , 
tak!e postač í urč i t  hodnotu .4 ':/  při zatUování j ednoosým napětím 
tah/tlak:. 

f�J C d  Záv islost " -, byla stanov ena pro ocel 12  020 / 1 / a o c el 
1 1 4 1 6 /2/ . Z provedených ' experimentd vy plývá , ! e  fyz i kální rovni
ce ( 1 ) koresponduj í  s experiment álními daty s dobrou přiléhavostí 
v oboru napě t í  O " G /I� 1; , 1 · a  • • Při d alě ím vzrdstu napě t í  6 '-1/ ,  v in
tervalu 1 , 1 '  R.- ES <4" 2 ·  R. vyhovuj e  stejná fy zikální rovni c e , ale 
materiálová charakt eristika A �  je vy jádřena j i nými regre sními koe
fi c i enty rovn i c e  (3 ) .  Označ íme-l i hodnoty vstupuj í c í  d o  rovni ce 
( 1  ) . v t omto rozsahu hodnot. 6 Itl znaménkem +, pak plat í 

E+w _ I tl .. - é .. - E .. ( es "' .  ( f'Re J ' 
..6 • •  1 • � E :'0 • e.t. • .. ,. Cl rs ' G  J '" .6 n  .. 11. - l, f·R., 

2 . !P!.!��!:�_!'!��!!'!���!'!1!:b_!l!!���!'!1!:b_�!!!!'!!LP��U:tl2!!��!-_�!:lr�!s!!!� 

!'!�l2j�!!!!!!_l2t!_����!!!I2��!!!!:��!_!!�2�_I2�!�!!!!!:��h!!_!'!!!�!'!f� 

Výchoz í stav pro výpočet  zby tkov é napjatosti  j e  elastoplas
tická napja t o s t  nosníku , obdélníkového prdře zu b . 4 , při z a ti ! e
ní ohybovým moment em ". �OI v pdlkmitu Jr= O. Pracovní d i agram materiá
l,u předpokládáme v rozsahu d eforma c i  -21 < E ,01< +2S ideálně pru!ně
piastický . 
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Pro elastická jádro nosníku a ohybový moment ·  plat í v ztah 

w l  = 2.. _ , / _  3 - 11t1 �" 
+ II - Re ( 5  ) 

kde " .6 ,�.t 
W .. - - Re - -�,..--2 E �� . t ) 

nebot předpokládáme platnost  Bernoulliho principu i při  zatěžová
( OJ 

ní nad Re materiálu .  Prliběh na pě t í  61 (T) je v pdlkmit.u k=O urč en 
tvarem pracovního diagramu a j e  
() I.) .. ....:L- _ R e  O � ,. � IV ' I 'I} IV 
(f 10/ .. Re IV .. 't s 1: _ 1 1 '1) 

(DJ 
Pro plastická def'ormace E"� I"J plat í vz tah 

(0) . E :"' - R. · Af�" . f pl I 'rJ ..!. . _ Ir 
- ( 1'  - w) = c.- - ( "'t - 111') i I .,  I > w 

z 

kde E/O) j e  def'ormace povrchu nosníku .  

( 6 ) 

Podle rovnice ( 7 ) j e  zřejmá , že nelineární z áv i s l o s t  napě t í  
na deformaci v pdlkmitu k=1 j e  funkcí odlehl osti "f od neutrální 
osY' nosníku .  

Z rovnov áhy vně j ě í ch a vnitřn í ch s i l  p�ne v z t ah pro s t anove
ní d eformace povrchu nosníku e :� v pdlkmitu t=1 
/1. '·J., z _ ,, _[ ie:(lJ .'l (tI f{,( <4, (]fHJ 1 o, P 'I.,J ' '' "'''' I�/"/ 'f - "''f + ) ' G,,'1') . «'f) } - " . ""  ( s )  

· .. ,. , . 
kd e 
Ho(j e  moment vně j ě ích sil  urč ený z rovnice ( 5 )  při d eforma c i  krsj
ního vlákna E :0) . 

( 4) ' I ') Napětí  61 1'1) a (S' I,.) stanov íme z rovnice ( 1 ) a z a  před pokladu 
platnosti  Bernoulliho princ ipu i pro pdlkmH Je=1 .  

Pr E (OJ O - - í  14)  o 1'1 1"' · ·  eX1stuJ pouze pružná d eformac e  E,, 1') 
plat í If/ IfI € .  _ Z - .,.. 
<!I f/'11 = A �.l " ff 

" (0) _ _ _ (I) pro " "'11') > 0  eX1stuJí pružné a plas t1cká d eformace E '('fJ 
platí výpoč t em z ( 1 ) .  rovnice· 

eL -
lij 4" ( .J. , Z tf) ) tf) 

/Sf l'r} " -Z - «ttl - 1 -,1- (��Z · T E.,  · , · 11(,1'1" ; G'11) <. (, 1- 11. 

( 9)  
If' S pro 5;ty' 

( 1 0 )  

( 1 1i ) 
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1" ... e ,.e . 

kd e �If) , oC , .,.) a A ,, ('t1 J S ou ,  pr o o c e l  1 1 4 1 6 ,  dány rovni c em i  

a. C 3'I '" - f, H · IO ·' .  ( 1 · Y.' � 1, 82 ' f0 3 . e- ' I 't .IIV) } 
ď"t,J = Z, 3 f . fO · '  .. ', 12 · fO · ' . � . ( 'ý - ".,) 
.6,:�� = Á,:.t + 2 ·  f. 1 ·  Re • tX. ( '/'J e ;') , e �I) " ( 1) 

Do s a z ením v z t ahů ( 9 ) až ( 1 1 )  d o ( 8 )  j e  urč ena r ovn i c e  pro 

v ý po č e t  n e z námé hodnoty poměrné d ef orma ce kra j n í h o  v l ákna l :� 
v z a t ě ž ov a c í m  p�lkmitu k=1 . Vý poč e t  by l prov e d e n  numer icky a 

(-tj lOJ tOJ 
hodnota E ,  , odpov í d a j í c í  Ho , a EpL C 't1 by la urč ena i t er a č n í m  po-

Č Č •  {fl (OJ 
s t upem.  Po á t e  n� odhad hodnoty e ,  by l pr ov e d e n  pro €p� c,.) -=0, 
to z namen á , ž e  v půlkm i t u  k=1 ex i s tuj i  pouze pružné def orma c e  

'o) e UJ 6 . 1111 , e .e  
1 '"  b . ,, 2 ' ,4 " .  

Zbyt k ov á nap j at o s t  urč e ná v z t ahem 6z�'� 't) = 6.',";) - a/i." 
by la vy po č t ena programem PNUTI . 

Př i numer i c ké:n ř e š e n j' rovn i c e  ( 8 )  j e  d,. nahra z e n  koneč n'oú 
d if er enc í tJ 1- =� , kde ft je poč e t  vr s t ev d ě l e n í  výiiky n o s n í ku " 

Pr o k a ž dý ús e k  d ě l e n í  nosníku "t .. - T".1 j s ou uv a ž ov ány kon-
. ((J) U) UJ s t antní h odnoty E , p.t" J'<1 ' (f l 'r'J a G"U ,/,.J 8 hodnotami , k t e r é  od pov í -

d aj í  p ořadni c i  "t ... { .. Ť. 
Výs l ed ky výpoč tu z by t kov é na p j a t o s t i  e l a s t o p l a s t i c ky  d ef ormo 

v aného no sn í ku , kt erý by l pr ov e d en apl i ka c í  n e l ineárn í c h  fy z i kál

n í ch r ovnic , j s ou uv e d e ny  na obr . 5 .  
3 . �!2!!!:!!!!!!!!!g!!! . � !�!!Q!!!!!L�!?'y�!Q!L!!!!!I?j!:!!Q�!L!!Q!!!!f!�_�!!�!:!!!!!!!��Q� 

!!!!!!Q9Q� 
Pr i zmat i c ký nosník s ro změry b=20 mm, h=4 0 mm a 1 = 1 5 0  mm byl 

e l a s t o pl a s t i c ky  d ef ormov án v pří prav ku pro č tyřbod ový ohyb . R o z t e č  

z á t ě ž ný c h  s i l  a r eak c í by la z v o l ena t ak ,  aby by ly vy tv ořeny podmín

ky pro v znik na p j a t os t i , kt erá v d é l c e  1 20 mm př í s lu š í  z a t í ž ení 

ohy b ovým moment em a není ovl ivněna kontaktn í  n a p j a t o a t í  u p o d p o r . 

C e l kem byl o  z at í ž e no pě t n o sní ků ,  tři na hodnotu E fO) 
= 0 , 0 1 , dva 

na h o d n o t u  E '� = 0 , 02 . 

Zat ě ž ování byl o  prov edeno v pulzátoru ty pu PLm2jQk � SChen c k , 

při ří z en í poměrné d ef orma c e  kra jního v l ákna no sn í ku s ponovým ex
t e nz ome t r em s m ě r n o u  z ák l ad n ou 2 5  mm a r o z s a h em + 2 , 5  mm . Ry chl o s t  

z a t ě ž ov ó n í  v půl kmi tu k",Q a k" 1 by la i CO) = i Cf) =0 , U0 1 / 3 0  s e c . 

Vyho dno c ením e x p e r iment á l n í ch d a t  byly s t anov eny 
R e  = ( 2 3 1  � O )  MPo , .ó �/ = ( +. 1.5' ! 0' 2 ) · fO · &  tl Pa · '  
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a hodno� p�astických deformací v pdlkmitu k=O , kter� jsou uvede
ny- v tab . 1 .  

Pro experimentální stanovení zb,ytkQv� napjatosti  byla pou!i
ta mechanická metoda , uvedená v prác i /./ a metoda p�í�ho uvolně

ní tenzometrických anímačd , kter� byly instalováQy na boku nosní
ku po ukonč ení pdlkmi tu k=1 . 
4 . f2!��2_!_!t!!!�5i_2ti_P2�!i��_!��h�i��!_!!�2Šl 

Výika deformovan�ho nosníku byla - postupně , v dálce 1=60 mm ,  
sni!ována o dva milimetry na�ezáním povrchu nosníku na lame�. 

Ohybov� a d�lkov� deformace nosníku�(., , Pf-ísluAející zatí!ení 

uvolněným zb,yt�ovým Pnut ím ve vrstvě a-2 mm, byly mě�e� sponovým 
extenzometrem upínaným na vyj ímatelný teleskopický dr!ák. 

Pro výpočet. samorovnová!n� zbytkov'� napjatost i byla pouUta 
rovni�e odvpzená v /3/ 

'. 
Id Q " .4)-' [( III , / , 7  (5 U (II, - C6 -L - {H " z) -.6" . I -lil'  lilII AVr.r�",-(I -·J 'l.M-fJJ "'.IJ 

- I 
" Význam parametrd v rovnici ( 1 2 ) je patrný z obr .  2 . 

Změf-en� hodnoty změny vzdálenost_i bodd A " B  v závislosti na 
odebraná vrstvě materiálu pro nosníky Č ., I ,  3 a 4 jsou na obr . 1.  

Integrál v rovnici ( 1 2 )  byl stanoven planimetrováním ploclur 
ohranič ená kfoivkou .Nt., a osou soufoadnic pro hodnotu 1 = fl • 

Pro vyjádf-ení derivace v rovnici ( 1 2 ) byla podle /31 pou!ita 
aproximace �xperimentálních dat kfoivkou druh�ho stupně 
'"'to, . 6. • 6. - Q' • 6l - " I  , 
na kterou �i pravidelném kroku od ebírání vrstev platí 

j, pohdí odebíraná vrstvy . 

Experimentálnl stanovená napjatoat mechanickou metodou , v,p

hodnocená podle vztahu ( 1 2 ) je uvedena ne obr. 5 .  

Podsta�nými nevlhodami tá�o metody jsou 
a )  p�erozdělená ,napjatost , pf-i oddělování vrstev mat eriálu , md!� 

pf-ekročit hodnotu R. a vznikají plastic� deformace , která v e  
( 1 2 )  nejsou uva!ovány . . 

b )  není respektována deformační hiStorie materiálu - pf-i ,oddělová
ní vrstev materiálu mdle pokrač ovat pdlkmit k= 1 .  
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5 .  ť2���E_�_�i�1�2��_Et!_E2��!�1_���2S� _��s!���1_����2����!s�ish 

!!�1�!!�� 
Pr o urč ení z by t kov é napj a t o s t i  n o s n í ku č .  2 a 5 by l o  použ i t o  

t en z ometr i ckých snímač � i ns t a l ov aný ch n a  b o c í ch n o s n í ku a uv olně 
ný ch třemi ř e zy , v i z  obr . 4 .  

Deforma c e  t e nz om e tr� , v z n i ka j í c í  uv olněním na znač ených č á s 

t í  n o s n í ku , byly měřeny a para t urou Ho t t i ngar MK .  
Směr naříznu t í  by l ko lmý k e  směru ř e z ání při uv olňování vni t ř

n í ch s i l  podle mechan i c ké met ody . T e n t o  pos tup j e  výhodně j š í ,  ne
b o t př i o dd ě l ov án í  č á� t i  n o s n í ku nv znika j í  v ex ponov aný c h  č ás t ech 

s maximálními hodno tami e;;/,"t1 příd avné s í ly á n e po krač u j e  p�lkmi t 
k= l , n a o pak v zn i k á  p�l kmi t. k=2 . 

Zby t ková n a pj a t o s t  by la pro experime n t álně s t anov ené d eforma 

c e  etH t e nz ometr� vy poč t ena z line ární fy z i kální r ovni c e  
6zb · E $H o ( ,, �/ r 1 ( 1 3 )  
a z e  v z tah� 

. E", ) pro � 
t "J . 

k t e r é  r e s pektu j í  d eformační h i s t or i i  msteri álu . 

Vý s l e d ky experimentu j s ou uv ed eny n a  obr . 5 .  

<. 0  

( 1 4  ) 

Výs l e d ky . experiment� a t eor e t i c k ého výpoč tu , kt erý r e s pektu j e  

d ef ormač n í  h i s t or i i  mat eri álu , v e lmi d o bte s ouhla s í a na o pak , z by t 

kov á nap j a t o s t  s t anov ená d o s ud u ž ívaným výpoč e t n í m  po s t upem při 
a pl i k a c i l i neární t e o r i e  pružnos t i  j e  na kra j í c h  n o s n í ku značně 

o d chý l ena od s ku t e č ný c h  hodnot napě t í . 

P o znamene jme , že pro vyhodno c en í  mechani c k é  met ody by l vy pra c o 
v án výpo č etní p o s t u p , kt erý r e s pektu j e  nel i n e ární fy z i kální rov n i 

c e  a ohran i č ení přero z d ě l e ných v n i t řn í c h  pnut í hodnotou Re . 
Vý poč e tní p o s t up pře d pokládá p l a t n o s t  v z t ahu ( 1 ) i př i z a t í ž e  .. 

n í  uv o l n ě nými v n i třními s i l ami F • Pr o l i n eární pr oť i l d ef orma c í  EF,,.) 
j e  n e l i n e ární prof i l  napě t í  6{F) • N e známé h o d n o ty F a neutrální osy 
I , j e  m o ž n o  urč it .  z r ov n i c  rovnov áhy vni t řn í ch s i l  a mcmentll 29: 
G · b · 2 ·Q  - • . Jr;; o d ,.. = 0  ( 1 5 )  ol F" I 

, lJ'i 
čf · & . z .QI . ( 2 "  f A } - b ·  JG'Ft,) · 'ť . d't : O ( 1 6 ) 



kd e 

F = či · ó ·  2 ·Q  
2 ·,.. = h - 17 - ( l .g ) 
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ff • 5zb • 5 "'.plni. , .,' 

Vz t ahY ( 1 5 )  a ( 1 6 )  j s ou řeš eny numer i c � , i t erač n í m  pos tupe� , 

programem PNUTI pro z adané , experimentálně z j i š t ěné , d eforrua c e  a me
chan i c k é  charakt eri s t i� m a t e r i álu . Při vý poč tu je uv a ž o v ána defor
mač n í  h i s t or i e  ma t er i álu , pOlkm i ty k-O , f a  nov ě v z n i ka j í c í  z a t ě ž o v á 

n í  p ř i  a pl i kac i mechani c k é  m e t ody , pOlkmity k=1 . 2,  3 , • . • . • 

Pr of i l  takt o s tanov ený c h  z by t kový ch pnu t í  j e  o d l i š ný od z by t 

k o v é  na pj a t os t i  s tanov e n é  podle v z t ahu ( 1 2 )  a j e  b l i ž š í t e or e t i c 

kému výpo č tu a pr ofilu s tanov e nému uv olněním t en z ome tr i c kých sníma

Č O .  

Od chyl� v exponovaný c h  m í s t e ch , v kra j n í c h  v l ákn ech nosn í ku , 
j s ou značné a č i ní př i b l i žně 25% hodnot nap j a t o s t i  s t anovené podle 

r ovni c e  ( 1 2 ) .  Po d s tatné r o z d í ly j s ou i v oblas t i  neutrální o sY' no s 
n í ku ,  kd e '  pod l e  ( 1 2 )  mOž e  hodno t a  z bytkov é nap j at o s t i  překroč i �  

hodnotu R e  • 

/ 1 /  Lé b l  O . � e š e n í  s p e c i áln í c h  pr obl émO únavy kons trukč ní ch 

Jaroš P.  o c el í  

Strachota A .  Výzkumná z práv a  svdss 84-02023 

/ 2/ Lé bl O .  Kons t i tuční rovni c e  tažného ma t e r i álu po akumu

l a c i p l a s t i c k é  d e f orma c e  

Výzkumná z pr áv a  svdss 83 -02006 

/3 / Birger I . A .  Os tatočny j e  napr j a ž e ni j a  

GNTIML , Mo s kva 1 963 

Tab . 1 Pl a s t i cká d ef orma c e  povrchu nosníku v pOlkmitu k=O a k= l 

č . z kouš� 1 2 .3 4 5 
E :" { % J  1 1 11 2 2 

f I<J Pl. ( ,"",mJ  li4 5 2 1 0  23 5  2 5 0  27 Q 
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E M (() 
,,� IJ tp� 

e:t) O't) 

� � .. tl t) Cll: ..;. .... 
.. � e  to 

e,.f.) 

f:l l�� tfca:'J=jíQ= efOl.. 1St" .� � Rt! 

12 02 0 
E :;  o,H:l1 0. 11(181 (1. 0'8& 
JC6 .... . R. ' 4 /' o. fG 1. "  
flt"J." 'VS-Re) 0, 13 I, U 0. 11 
tlcrs .. • •  (S - /Ie) (I, jO II, +S (J, I fI 

Obr . 1 Záv islost (1'- S v zátUném po.lkmi tu 1=0 a k=1 
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Obr . 2  Uspořádání měření u�, při aplikac i  mechanické 

metody 
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Obr.l Závislost. paramet.ru u la) na odebrané vrst.vě 
mat.eriálu 
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Obr . 4  Mě�en! profilu zb,yt.kového pnut.! t.enzomet.rickými 
snímaě:l. 
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Cbr . 5  Průměrné hodno ty �z b s t anovené exper imentálními 
m e t o d ami a t e or e t i ckým výpoč tem 


