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K OM P L E T N í  N A P J A T O S T  V B O O t  V 3D F O T O E L A S T I C I T t  

T H E  C OMP L E T E  S T A T E  O F  S T R E S S  I N T H E  P O I N T I N 3 0  P H O T O E L A S T I C I T Y  

M .  C r h a  

C o m p u t i n g t h e  c o m p l e t e  s t a t e  o f  s t r e s s  i n  i s o l a t e d  p o i n t  
u s i n g 3 D  p h o t o e l a s t i c  m e a s u r e m e n t s  i s  g i v e n . I t  i s  p r o ­
p o s e d  i n  t w o  s e p a r a t e  s t e p s . I n  p r o c e d u r e  1 t h e  o r i e n t a ­
t i o n s  o f  t h e  p r o n c i p a l  s t r e s s  a r e  d e t e r m i n e d , w i t h  t h e  
h e l p  o f  t h e  g o v e r n i n g N L  e q u a t i o n s . I n  p r o c e d u r e  2 t h e  
n o r m a l s t r e s s  c o m p o n e n e t s  a r e  c a l c u l a t e d  f r o m t h e  s y s t e m  
o f  n i n e  o v e r d e t e r m i n e d  l i n e a r  e q u a t i o n s . T h e  e x a m p l e  i s  
i n c l u d e d . 

K o m p l e t n í  u r č e n í  n a p j a t o s t i  v i z o l o v a n ém  b o d ě  v 3 0  f o t o e l a s t i c i ­

t ě  s e s t á v á : a ) z ú d a j ů  f o t o e l a s t i c k é h o  mě ř e n í  v j i s t é m  b o d ě , b )  

z e  d v o u  n u m e r i c k ý c h  e t a p , v n i c h ž  s e  j e d n a k  z j i s t í  s m ě r o v é  k o s i ­

n y  d v o u  ka r t é z s k ý c h  s o u ř a d n i c o v ý c h s o u s t a v  ( x , y , z )  a ( 1 , 2 , 3 )  j e d ­

n a k  s e  z j i s t í  h l e d a n é  c h y b ě j í c í  s l o ž k y  t e n z o r u  n a p ě t í  6"x / 6� , 5% 
1 . V s t u p n í  ú d a j e  z f o t o e l a s t i c k é h o  m ě ř e n í . V b o d ě  m o d u l u  s e  z a f i ­
x o v a n o u  n a p j a t o s t í  l z e , j a k  z n á m o , f o t o l e a s t i c k ý m  m ě ř e n í m  z j i s ­
t i t  v e  t ř e c h  v z á j e m n ě  k o l m ý c h  r o v i n á c h X y , Y Z , Z x t y t o  v e l i č i n y 
N

x y ' N
y z ' N

z x '  cl.. x y ' cl.. y z ' cf... z x ' P l a t í  

( l l  
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2 tuv = N uv s i n  2 rf. v v  , ( 2 ) 

k d e  � u v  p ř e d s t a v u j e  ú h e l  o d  r e f e r e n č n í  o s y  u k a l g e b r a i ck y  v ě t ­
š í mu  k v a z i h l a v n í m u  n a p ě t í  v b o d ě  r o v i n y u v . 
S h o r a  u v e d e n é  v e l i č i n y  n e p o s t a č u j í k u r č e n í  v š e c h  s l o ž e k  t e n z o r u  
n a p ě t í  v b o d ě . 

2 . U r č e n í  smě r o vých  k o s i nú m e z i o s am i  ( x , y , z )  a h l a v n í m i  o s a m i  
( x l ' x 2 ' x 3 ) .  M a t i c e  s m ě r o v ý c h  k os i nú mez i o s a m i  ( x , y , z )  a h l a v ­
n í m i  o s a m i  ( x l ' x 2 ' x 3 ) j e  d á n a  t a k t o  

{ : I = [ : � : :: : ::] { :: } • 

z n l , n 2 , n 3 x ) 

O ) 

S l o ž k y  v e k t o r u  n a p ě t í tG' l = { (í",G'� , 07./ t"� /t'':I:Z , tZl( lT 
ny  s h l a v n í m i  n a pě t í m i  01 , 01 / 63 a smě r o v ý m i  k o s í n y  
f o r m a č n í m i  v z t a h y  t z 1 

j s o u  s v á z á ­
z n ám ým i  t r a n s -

o� - 01 L� + Ot t: + O) l ! 
6� - 01 m,2 + 6 1  111: + fi) m� 
S; == fl', nf  + 01 ni + o) n; 

, t'"j - Ol l, m,  + s,. t�ml t o) l�m � 
I 't'�z "  6', 11\, n, + Ol � nl t 6, m� fl ,  , 

I tz", " 6', " ,t, + 6't lll l 1  + 0, n , t ,  I 
( 4  ) 

p ř i č emž  smě r o v é  k o s í n y l i ' m i ' n i ( i  = 1 , 2 , » )  j s o u  s v á z á n y š e s t i  
r o v n i c em i  

2 2 2 l i = 1 ,  m i = 1 ,  n i = 1 ,  l i m i = O , m i n i = O , n i l i = O  . ( i = l , 2 , 3 )  ( 5 )  
Z r o v n i c e  ( 4 ) , ( 5 )  a s p omoc í ( 2 )  l z e  se s t a v i t p o  ú p r a v á c h  š e s t  
r o v n i c  s v a z u j í c í c h  smě r o v é  k o s í n y  l l ' 1 2 , m l ' m 2 ' n l , n 2 a 
o r i e n t a c e  rÁ , rl.,  , ci.  
O b e c n ě  p l a t í  

x y  y z  z x  

9 , (t l l 1.2 /m , /m1 / " ' / {\l j c()(Y ;( 15Z) = O , 9 "  (t" t1 / m , /m,, ) = O I 

g � ( l ' t tl , ml lml,r" t{\l i c;{�z /i\zx) = O I 9 S (m 'tmlt ni/ Ol ) = O ,  
g � ( l " t2 /rn " ml ,rI " Ol i � z" c;{,,�) = O / 9 ,  (n " Ol l t" l 2 ) == O .  
E x p l i c i t n ě  j e  n a p ř . 

9 , = 4m ,m1( l , n2 - l2n ,) - 2A[  mlnl(l� - m� ) - m,n,(l� -rrf1)] - 2 B  [ l ,m,(m� - n:) ­
- L2ml(m� - n;)J + AB[(l�- m� )(m� - n� ) - ( l�- m�)(m; - n� )] == O I 

48 

( 6 a )  

( 6 b )  



g'l -= 2 L�tn� + 2 t�m; -t 2 L,t2 mltn2-t�- l� - rn� -rn{ t m� l� + L�m� + 1  = O I 
k d e A = t9 2ixY / B "' � 2oC�1 , C = tq 2({ zx ' 
S y s t é m  ( 6 )  n e l z e  e f e k t i v n ě  a s p o l e h l i v ě ř e š i t  p ř í m o . N e p ř í m é  ř e ­

š e n í  s p oč í v á  n a  " ch y b o v é m "  ř e š e n í . C h y b o v é  ř e š e n i  m O ž e  s p o č í v a t  

n a  p o l o ž e n í  n ap ř . 6 = O a n á s l e d n é m  z j i š t ě n í  s m ě r o v ý c h  k o s í n O  s y 
c h y b o u . M O ž eme  p a k  p o l o ž i t 

= 1 , 2 , . . . .  , 6 , 

k d e  x i j e  s p r á vné  ř e š en í ; l i j e  c h y b o v é  ř e š e n í , v i j e  c h y b a . P r o  
z j i š t ě n í  c h y b  mO ž eme s e s t a v i t  s o u s t a v u  l i n e á r n í c h  r o v n i c 

d , V1 T 31"2 T '  . .  + a, vs l' U l O l  
b, v, -t b2 v2 -t · " -+ b, v6 t U� .. O I ( 7 )  

. :  : :  

f �v, i' f2·vt -t · · · + f6'V6 + Ú, '" O ,  
k de oq JilLj = a i /  uq2 !'Ul j " b i , , , · , Uq,/ul j = f i , 9 i (ll / , . ) = U i , g2 (l1 / " ') = U2 / · " , 
Q6 (l1l"' ) .. Ut: . K e s p r á  v nému ř e š e n  í s p  1 ň U j  í c í « (, ) 1 z e p os  t u p o v a  t i t e ­

r a č n ě . 

3 . U r č e n í  s l o ž ek n a pě t í  O , O , 6' . N e c h t  r .  j s o u  k a r t é z s k é  s l o ž -x y z 1 
k y  j e d n o t k o v é h o  n o r m á l o v é h o  v e k t o r u  s k l o n ě n é  p l o š k y  k s o u ř a d -

n i c í m  x i ( i = 1 , 2 , 3 ) .  V e k t o r  

t o m  s l o ž k y  S .  = G' . .  r . ,  k d e 1 1 J J 
No rmá l o v é  n a p ě t í  {) a s l o ž k y 
n ě n é  p l o š c e  j s o u  

6' � S i  r i  , t j "  S j  - 6' r j  
n e b o  

n a p ě t í  S n a  s k l o n ě n é  p l o š c e  m á  p o-

6' i j j s o u  s l o ž k y  t e n z o r u  n a p ě t í . 

v e k t o r u  t e č n é h o  n a p ě t í  t i n a  s k l o -

( B )  

( 9 )  

a ve l i k o s t  t e č n é h o  n a p ě t í  n a  s k l o n ě n é  p l o š c e  j e  
l t2 2 t t' = ,  -to t l  -to t b 

. P o l o ž e n í m  v ( 1 0 )  l' = O ,  d o s a z e n í m  z a  6'12 = t�y / 6'2�= t�z l fi�\ :: tzx 
( 1 0 ) 

( z námé  h o d n o t y  z f o t o e l a s t i c k é h o m ě ř e n i )  a u p l a t n ě n f m  z a  l r l ' r 2 , 

r 3 l p o s t u pně  o d p o v í d a j í c í s m ě r o v é  k o s í n y  t l l ' m l ' r d , l1 2 ' m 2 , n 2}
, { 1 3 ' m 3 , n 3 } v z e š l é  z ř e š e n í  v č á s t i  2 d o s t a n e m e  s o � s t a v u  t ř í  N L  

r o v n i c  p r o  t ř i  n e z n á m é 6 x '  6' y ' 6' z . T e d y  

( l l ) 
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· -S:.i min i  + S�, (1 - oD] 2 '" O , r E S p .  
L� l' M i2 t N j1 .. O { i = 1 ,  2 { 3  . ( l l )  

Ř e š e n í  s o u s t a v y  N L  r o v n i c  ( l l )  n e p o s k y t u j e  k o r e k t n í  ř e š e n í . T r i ­
v i á l n í  p o s t u p  mů ž e  t e n t o  s y s t ém s v é s t  k p ř e u r č i t é s o u s t a v ě  l i n e ­

á r n í c h r o v n i c , k t e r é má  v ž d y  j e d n o  ř e š e n í  z n á m é  j a k o  s t r i k t n í  Č e ­
b y š e v o v o  ř e š e n í  ( S Č Ř ) . A l g o r i tmu s S Č Ř  j e  z a l o ž e n  n a  t e c h n i c e l i -
n e á r n í h o  p r o g r a m o v á n í  [ 3 ] T r i v i á l n í  ř e š e n í  ( l l )  j e  

L i = O , M i = O , N i = O , ( i  = 1 , 2 , 3 ) ( 1 2  ) 

c o ž  p ř e d s t a v u j e  d e v ě t  l i n e á r n í c h r o v n i c  p r o  n e z n á m é  3 s l o ž k y  n a ­
p ě t í 6� , 6� I Dz ' 

4 .  T e s t o v a c í  p ř í k l a d . J e  z a d á n o  změ ř e n í m : .o:.�� .. t;{Y2 = - O{662g /({:U � O, 
N '� " � / N �:t = 3 { N zx = 2 .  s e  v y p o č t e : ( (j� - 6� ) .. ' /(6'� - 6z) = 

= 1 / (6'2 - ()X) = - 2/t)(� = t'�% = - 2. {t'u " OI t9 U:.� .. tg U�I = -1t1 tg 2d:zx " 0 . 
s e  v y p o č t o u  smě r o v é  k o s í n y 

[ " ' 1 2 
m l ' m 2 
n I ' n 2 

[ - � � � : �� � , �� �l 
- 1 / 3  , - 2 / 3 , 2 / 3 

S y s t ém r o v n i c  ( 1 2 ) b u d e  

- 1 0 6'� + 8 0y + 2 6'1 + 12 G O , - 8 o� 1"  1O ()� - 2 6'1 t 6 = 0 ,  't6'� + 't 6� - 9  6'z - 1 � = O I 

10 Ox - 2 6';1 - 8 6z - 18 � O , - lt 6'. T 8 G� - Ir  o, '" O I 8 5.+  2 Ci� - 10 Oz - lB ",  O I 

B 6'( - H� - 4 62 - 12 '" O I - 2 o. T 10 6� - B 01 - 6 = OJ - (6'.- 8 6'� + 10 Oz + 12 '" O . 

T omu t o  s y s t é m u  v y h o v u j e  ř e š e n í : 6'l '" t I Q� = 6 J 62 = 5 . 
( l ) C r h a  M .  , B a j e r  M . , P r ů b ě ž n á  z p r á v a ú k o l u  č . I I I - 3 - 1 / 1 1 , B r n o ( 1 9 B B )  
( 2 ) S e r v í t  R . a  k o l . , T e o r i e  p r u ž n o s t i  a p l a s t . I . S N T L / A l f a  P r a h a  
( 3 )  A b d e l m a l e k  N . N .  , C omp u t i n g t h e  s t r i c t  C h e b y s c h e v  s o l u t i o n  o f  

o v e r d e t e rm i n e d  l i n e a r  e q u a t i o n s , M a t h . C om­
p u t . , 3 1 ( 1 9 7 7 ) 

M i l o s l a v  C r h a , d o c . , i n g . , C Sc . 

V U T  F A S T  B r n o , V e v e ř í  9 5  
t e l . : 7 4 B 0 5 0 / 3 4 1 B 
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