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ln the CR the term modal analysis is connected with both a theoretical 
solution of response and an experimental investigation in dynamics of 
engineering structures. The modal analysis is a determinllt.ion of 
frequencies o f  natural vibration and measurement of  the modes o f  natural 
vibraton. The modal analysis could be used for a verification of a design 
model of the structure and its identificat.ion, for determining of a real 
behaviour of the structure with a possible localisation of failures, for long 
term investigation e.g. the bridge structures in the Bridge Management 
System Ol' deterioration models. 

l.Úvod 
Pojem modální analýza je v ČR v dynamice stavebních konstrukcí spojen jak s 

teoretickým řešením odezvy tak s experimentálním vyšetřováním stavebních 
konstrukcí. Ve výpočtech odezvy nll různé druhy buzení (budící síly proměnné v čase, 
ale i místě) se modální analýzou nazývá řešení rozkladem podle tvarů vlastního 
kmitání. Základními vstupními údaji jsou zde frekvence f(j) a tvary vlastního kmitání 
{ ru) } vypočtené na rovinném nebo prostorovém modelu st.avební kons t.rukce (obr. 1). 
Přemístění i zatížení potom rozvedeme v řady tvaru [1] (r(t)} = �q(j/t)k)} , (l) 

(F{t)} = �P(j)(t)[m"Jk)} , (2) 

kde zobecněné Lagrangeovy součinit.ele zatížení jsou dány vztahem (F(t)} T h:) } P (j) (t) = ---=-r _-'--"-..-"--h:)} [m"lh:)} (3) 

a q(j) (t) jsoll tzv. zobecněné Lagrangeovy souřadnice přemístění, které jsou při i'ešení 
neznámé. 

V experimentálním vysetřovlÍní stavebních konstrukcí se modální analýzou 
rozumí určení vlastních frekvencí a podrobné změření tvarú vlastníllO kmitání 
stavební konstrukce. Přitom je třeba poznamenat, že strojní inženýři provádějí při 
modální analý ze měření ve většinp případii v laborat.ořích a vývojových zkušebnách 
na částech strojů, automobilú, letadel apod. Stavební inženýi'i používají metody 
modální analýzy na stavebních konstrukcích jako jsou např. mosty, přehrady. 
chladící věže, stožáry in sit.u. Zde jsou daleko jiné podmínky pro experiment. 
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I'j'cdcv,',ím je t.o velikost. a složitost. "t.avchní konst.rukce, Z toho plynoucí pot.řebný 
veliký po',c". mt'řídch bodíl sít.ě při sním,íní odmwy v mM·ít.ku výchylek popř . rychlosti 
nebo uychlenÍ ve třech kolmých smórech. Běžně se měi'í i v 200 až 300 bodech sít.ě 
pokr.ývajíd na mostní konstrukci 300 x 20 met.rú. 

I';x periment.,ílní morlální analý7.11 st.avebních konstrukcí lze využít. k řešení 
.í loh :  
- určení dynamických charakt.c>risl.ik konst.rukce. 
- verifikace vý poč l.ového lIIodelu kons trukce a jeho identifikace , 
- určení sku t.ečného chování stavební konstrukce s možností lokalizace poruch, 
- dlouhodobého sledování stavební konstrnkce, např. mostní konstrukce v systému 

hospoda i'ení s mosty, 
- sledov,íní t.zv. proměnných paramet d. při vyt.váření degradačních modeh'\ . 

2. Volba snímačů 
Z,íkladní frekvence a tvary vlastního kmitání stavebních konstrukcí jsou 

nízkó. Velmi často je třeba měřit i tvary kmitání s frekvencí kolem 1 Hz. Tím je 
omezen výběr vhodných absolutních snímačů, které musí splnit podmínky 
nezkresleného zobrazení při měření v oblasti nízkých frekvencí a dát dostatečně silný 
signál vzdálený od šumu (obr. 2) pro zpracování FFT (analyzátorem nebo počítačem). 
Provedli jsme proto porovnání vlastností rúzných absolutních snímačů s převodníky 
dávajícími elektrický signál úměrný mechanickým veličinám výchylky, rychlosti a 
zrychlení . Byly to např. snímače výchylek B2/1 a B3 Hottinger Baldwin, snímač 
ryc hlost.i S 500 V Hottinger Baldwin, snímač výchylek a rychlosti 916 VDIVDS SKF­
Wilcoxon, snímače zrychlení B12/200 Hottinger Baldwin, K-beam Kistler, 4370, 
8318 a 8306 Br iiel a }{jaer. Snímače jsou uspořádány do růžice k měření ve třech 
kolmých směrech (obr. 3). 

Dalšími význa mnými členy naší měřicí a vyhodnocovací linky jsou zesilovače. 
AlD převodník DYNALOG 2000 fy Peekel lnstruments, řídící počítač IBM PCIAT-:l s 
příslusnými peri feriemi, inteligentní FFT analyzátor ONO SOKlU CF -930 a 
vyhodnocovací počítač APRO 486/50. Linka se dá miniaturizovat použitím notebooku 
HUSKY 186/60 s docking station ve spojení se zařízením na zpracování dat typu 
Daqllook 21 () IOt.ech . 

:I.Způ,wh hU7.cní 
Druh buzení stavebních konstrukcí při mo !hílní analýze nejen ovlivúuje celý 

post.up m6 j'"n í. ale i zpracování naměi'ených signáh'í nesoucích informaci o odezvě 
konst.rukce. Korek t.nos t získaných výsledků nutně závisí na použití metody FFT při 
zprarov :ín í signálu odezvy rúzného charakteru (har monický , per iodický, náhodný , 
t.ransiC'n t.. rázový). Nezanedbatelná je i úroveú rozkmitání stavební konstrukce a 
doba kmit.,í n í se stejnou frekvencí. Napj'. bet.onov lí mostní kOllstrukce na pozemní 
komuuikaci se skládá z nosné konstrukce uložené na ložiskách rúzného druhu, 
n ('S{lIld vyrovn :ívací betonové vrstvy, izolaci, vrstvy vozovky, chodu íky, bezpečnost.n í 
bariéry se svodidly. zábradlí a o<lvodÍlovací žlaby. To jsou všechno prvky, k t.eré se 
zapoj í do kmit :íní mostní konstrukce v závislosti na způsobu použitého buzení. K 
bu zení st.avebních kons tr ukcí se především pouzlvají budiče mechanické, 

elektrodynamické II hydrllulickó s usmčrnónoll budíc! silou a promonnou frekvoncí. U 
vi;ech je omezené použití v oblasti nízkých frekvencí, kdy klesá velikost budící síly 
( závislost. síly na pracovní frekvenci s ůJ2 ) pod potřebnou hodnotu k vybuzení kmitání 
st.av"JJuÍ kous l.ru kc{, ale i jejich pracovní spolehlivost. (zvl,íŠt.ě \I mechan ického 
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Most Vepřek 
Model 3 1. tvar vlastního kmitání 

Most Vepřek 
Model 3 6. tvar vlastního kmitání 

Ohr. l 

:�II)RQ���. o.S 10 100 1 k .. k Freq .... ncy. Hz 
Obr. 2 

Ohr. :1 
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budiče). U hydraulického a elekt.rodynamického budiče vedle buzení čist.ě 
hal"llloni"kon silou I'i) I) = l'iJ) sin 2JT JiJ) t (4) 

s jeduou frekvencí odpovídající některé frekvenci vlast.ního kmit.ání lze využít buzení 
periodickou budící silou 

F(t) = i>;J){t) = i>;J) sin2JT Jij) t = i: 4JT2m,iij)2az(j) sin27r Jij) t (5) 
j=t }-=1 )=1 

se speci:ílními požadavky. V rov. (5) FUJ je amplituda složky budící síly odpovídající 
j-té vlast.ní frekvenci konstrukce. p je počet buzených frekvencí, lllz je hmotnost 
pohubující se hmot.y budiče, f(jl je budící frekvence odpovídající j-t.é vlastní frekvenci 
kons!.rukce . a7.(jl je amplituda harmonické složky kmitání pohybující se hmot.y budiče 
f rekvencí fU) Další významný požadavek na vytvoření periodické funkce (5) je, že 
odezva za tpžované konstrukce v referenčn ím bodě měřící sít.ě je složena z 
harmonických složek se stejnou amplitudou (obr.4). 

Elektrodynamický budič TIRAVIB 5140 je ří zen signálovým generátorem SG-
150 ONO SOKKl se zpětnou vazbou na referenční snímač. Zpracovaný program 
1I1l1Ožnllj" vyt.vořit. funkci napěťového výstupu generátoru ve tvaru 

V(t) = tV(J)(t) = tvU) sin27r .frJ) I (6) 
)=1 1=1 

an alogiekou rovnici (G). 
IImota budiče u místěného na konstrukci vyvolávlí poruchu měřeného t.varu 

kluit:íu í. Pro!.o vsude. kde to jde. volíme zpúsobú nepřímého buzení konstJ'llkce 
pomocí t.y"" a pružiuy. kdy bUllič je umístěn mimo kons t.rukci. Pot.om platí pro 
JlI,riodick6 buzení 

r 
F(t} == L:)pa'(J) sin2JT ILd I 

,-I 
(7) 

kde kp je tuhost pi'edepnuté pružiny (obr.5). 
Vedle harmonického a periodického signálu lze k buzení použít signál 

nízov6ho charakteru vyvolaný hoi'ením impulzních raketových mot.ori\, kladivem. 
resp. padající hmotou z přesně definované výse ph vytvoi'ení podmínek pro vznik 
dokonali' plastického rázu . •  Je t.řeba, aby se časový prúběh síly vzniklé pi'i rázu z 
hlediska použit.é vzorkovací frekvence co nejvíce blížil Diracově funkci. Dochází tak k 
rovnom('J' JlI;mu buzení spojit.ého spektra frekvencí s příznivým vlivem na korektnost 
z pracování signálu odezvy FFT . . Je-li trvání silového impulzu delsí, není líroveú 
buzení na jednotlivých frekvencích stejná. Na některých pracovištích se modální 
analý;.:a provlídí pi'i buzení seizmickým neklidem, u mostních konstrukcí přejezdem 
n áhodného proudu vozidel, někdy i poryvy větru (Ambient Vibration Test). Pracovistě 
EMI'A Diibendor f. Švýcarsko budí konstrukce elektrohydraulickým budičem silou 
ps(>udoll:íhodnpho charakteru. Segment nahodilého signálu se pi'itom periodicky 
opakuj" 

4. lIodnoecní výsledků 

Nesprávné vyhodnocení naměřených veličin muze naprosto znehodnotit 
provedenS' experiment. Toto plat.í ještě ve větší míře u modální analýzy. I když 
IIH�i'ení a vyhodnocení probíhá při použití moderních linek v režimu on-line, je zde 
n ezaslupitelll:í IÍloha pracovllíkú provádějících modální analýzu na konstrukci 



STRAZ-ZELEZNtCNI MOST �RES OHRt. MODALNI ANALYZA 28 . 11 . 94. f (2)-7 . 090 Hz 

REALN A 5LOZKA ZME�ENEHO VLASTNrHO TVA�U (�09UNY U. v. w) 
SUDICI FREKVENCE - 7 . 090 Hz 

Obr. 6 
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ill �itu. Pici mpi-<mÍ odezvy (v měřítku výchylek, rychlosti, zrychlení) je sledována i 
1Ír()\"'1l silill,ilu_ odpzvy kOllstrukcp pi-i kmit.:íní VP vybuzpných tvarech kmi t.:íní. 
Ilodnoty poi'adnic tvaru kmit.ání jsou prúměrovnny nejméně z pěti měi'ení. .Je počítán 
variaéní kopťicient. a směrodatná odchylka každé poi-adnice tvaru kmit,íní. Na 

z,íkladi' jejidl p i-ípust n ého horního odhadu jsou hodnocena vybočujíeí mčření. 
Při hodnocení lJamči-ených frekvencí a tvarú kmit.ání je současně vhodné 

prové�f jpjich teoret.ický výpočet nu co nejvýstižnějším prostorovém modelu. V 
tabule" 1 jsou porovnány vlast.nÍ frekvence železničního ocelového pi-íhradového 
11l0�tu VP Stráži nad Ohří v km 160,31 9 t.rati Chomut.ov-Cheb. Při morhílní analýze 
(GI bylo uri"mo pět. významných frekvencí vlastního kmitání most.u a při buzení 
elektrodynamickým budičem bylo změřeno pět. tvarú kmitání příslušných těmto 
frckV<'lldm (obr.6). K těm t.o bylo možno přiřadit pouze čtyři frekvence vlastního 
kmit.,íllí ur(-"Il'; výpočtem. K porovluíní shody frekvencí užív,íme navržené frekvenční 
k rit.Ni 11111 

.ti JI."hu (8) 

k,k f'J).oh, je 7.měřelui frekvence vlastního kmitání a f(jl.l.or je vypočt.ená. Dá se 
pi·edpoklárlat. dobní shoda hodnot frekvencí, leží-Ii Á(jl v int.ervalu <+2.5:-15>. Pro 
t."ordický výpočet. byl sestaven prostorový model most.nÍ konstrukce z obecných 
prut.ov�·dl prvkú. Bylo vypočteno patnáct základních frekvencí a tvarú vlastního 
kmit.:íní. Frekvence ležící v intervalu od 4,87 Hz do 13,80 Hz už nepokrývají 
frekvenei fr, = 18.435 Hz vybuzeného druhého ohybového tvaru kmitání . 

Shodu tvarú vlastního kmit.nnÍ doporučujeme hodnotit korelačním 
soucinit"klll mo,hílní analýzy IhIL,hIL.J 

1'".\ = ({r; J 1 [" hl t.J ( k 1-'---'--[" {-rl J 1 }-----;;-'O h..,) (9) 

kd" {r(j)}o", j'! t.var kmitání měřený a {r(jl}teor je tvar kmitání vypočtený. Stupeii 
z,í\'i�lost.i lze vyjádřit. podle intervalu v kt.erém se hodnota korelačního součinitele 
nac.húzÍ podlp t.ab. 2. 

I'i-íklad použití kriteria (8) k porovnání tvarl! vlastního kmitání silničního 
předpja t.ého bet.onového most.u přes Labe v Mělníku (obr. 7) je uveden v tab. 3 [4]. 
Velmi vysokého st.u pni' závislosti mezi vypočtenými a změřenými tvary se dosáhlo 
ideu t.ifikaeí V)·počt.ového modelu mostu. Přitom je nutné upozornit lIa to, že shoda ve 
fJ'('kveuc.íc.h a t.vurech kmit.ú lI Í je nutnou podmínkou, ale ne post.acující. Další nutnou 
Jlodlllínkou pro výst.ižnost. výpočt.ové ho modelu je shoda t.eore t.ických a 
f'xIH'riIlH'n t.,í ln kh hodnot. prúhybú. 

Tabulka 2 
Interval Stupeii závislosti 

<0.0;0.3> nízký 

<0.3:0.5> mírný 

<'0.5;0.7> výzllaJnný 

<0.7:0.!l> vysoký 

<O.!J:l.(h volmi vysoký 
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Frekvence vlast.ního kmit,íní 

Zlllči"eJl:Í vypočt.en,í 

Poř.č. obs Poř.č. teol" 

[Hz! [Hz] 
1 4. 1 8 3.00 4.87 

2 7.09 9.00 8.11 

3 940 11.00 9.71 

<1 12.1 G 13.00 12.89 

5 18;11 - -

Vlastní frekvence 
Poř. experiment výpočet 

číslo [llzl IlIzl 
1 1. 125 1.l�0 

2 1.795 1.739 

3 2.6S0 2.551 

Nedeformovaný tvar modelu 

Vypočtené tvary 
r(I)=I.130 Hz 

Tabulka 1 
--

Kl"it. .. rilllll DOlllinantní 

shody Hloi.ka 

kmit.:ínÍ 

% 
1.2S vodol"ovné. příčné 

14.a9 ohybové 

3.�0 krolltivé 

6.00 krou t.ivé s vodorovným 
příčným kmitáním 

horního pasu hl. nosnfku 
- ohybové s vodorovným 

příčným kmitáním 

horního pas II hl. nosníku 

Tabulka 3 

Frekvenční Tvary kmitání - korelační součinitel 
kritcriuIll 

1%] 
0.44 

-3.12 

-:1.74 

II 

obs. 

čfslo 1 

1 0.9823 

2 0.0178 

3 0.0239 

Změřené tvary 
r(l)=1.125liz 

teor. 
2 3 

0.0076 0.0044 

0.9701 0.0013 

0.0036 0.9686 

Obr. 7 



Obr. 5 

5. Závěr 
Bylo dosaženo velkého rozvoje ve snímačích a přístrojích včetně řídících 

počítačú, ale i ve způsobech buzení konstrukcí. To umožňuje měřit na mostních 
konstrukcích in situ prostorové tvary kmitání, které je možno porovnat s 
vypočtenými na prostorových modelech. Dobré výsledky se dosahují ve verifikaci a v 
illdellt.ifikaci výpočtových modelů. K uspokojivému sledování poškození konstrukce 
in si t.u bude třeba dále prohloubit metody modální analýzy, zvláště pak způsoby 
zpracování lIaměřených veličin. 

Tat.o práce vznikla jako část výzkumného projektu "Omezení vlivu t.echnické 
seizmicity lIa stavební kon st rukce a lIa životní prostředí" a byla podpořena GA ČR 
jako grant. i'. 10:1/!H/0120. 
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