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bas i c  stat i c  and dynamic stat i stic method s . 

1 .  ÚVOD . 

Př í spěvek j e  pokračováním stej noj menného předcházej ícího 
pří spěvku . ve k terém byl uveden stručný přehled vstupní ch a re ­
dukčních s t at i st ických analýz . V tomto pří spěvku j e  pozornost 
zaměřena především na hes lovi t ě  podanou obsahovou nápl ň  stat i c ­
kých a dynami c kých stat i st i ckých metod apl ikovatelných n a  sou ­
bory d a t  z í s kané měřením n a  technických soustavách ( TS ) . Před ­
pok ládá se . že čtenář i j sou j asné poj my a obsahová náp lň sta­
t i st i cké analýzy j ednorozměrných dat . 

2 .  STAT I ST I CKÉ REALIZACN í METODY . 

J sou zde postupně uvedeny analýza regresní . kore lační . 
d i sperzní a kovar i anční . 
Reg resn í  ana l ýza ( RA )  - c í l em regresní analýzy j e  z í skat a ob ­
j asnit vztah mezi závi s l e  proměnnou vel i činou y a nezáv i s lým i 
proměnným i X i ' kter� maj í charakter spoj i tých ( č í se l ných . kvan ­
t i tat ivních)  v e l i č i n . J e  nutno roz l i šovat tyto případy : 
- rozptyly měřených hodnot vel ičin Xi j sou srovnatelné s roz ­

ptyly měřené vel ič i ny y ( tzv . funkCI oná l ní mode l y .  [ 1 ] ) . 
- rozpty l y  vel ič i n  X i j sou zanedbatelné vzhledem k rozptylům y 

( t zv . s t ruk t u rn í  mode ly . [ 1 ] )  - tento případ bude analyzován . 
Regresní záv i s lost . vyj ádřená funkcí y = � ( x . � ) + e i ' v níž � 
j sou tzv . regre s n í  koefi c i en ty .  může být l i neární vzhledem ke 
koe f i c i entům � ( y  = � 1 + � 2x 1 + � 3 x 2 ; Y = � 1 + � 2 cos x )  nebo 
ne l i neární neseparabi lní ( y  = exP t � l ' x ) + exp ( � 2 ' x ) ) .  separa­
bi lní (y  = �l + exp ( � 2 ' x ) ) .  vni třně l i neární ( y  = � 3 x )  nebo 
l i nearizovate ná (y = � 1 exp ( � 2/ x )  ) .  
Nás leduj í c í  text se týká RA l i neární a l i near izovat e l né (nel i ­
near ity vzhledem k � lze převést vhodnou transformac í na l i ­
neární případ ) . 
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Nej u ž í vaněj š í  metodou k z í skání odhadů koe f i c i entů � j e  metoda 
nej menš í ch čtverců (MNe) , která je apl i k ovat e l ná za t ěchto 
předpoklad ů : 
1 )  v mat i c i  proměnných x i nej sou žádné dva s l oupce k o l í neární , 

a dále náhodné chyby x i : 
2 )  maj í nu l ovou střední hodnotu , 
3 )  konstant n í  a konečný rozptyl , 
4 )  j s ou vzáj emně nekore lované , 
5 )  maj í normáln í  rozdělení . 

Dů l e ž i tým krokem RA j e  určení 
n i ch koe f i c ientů v ni chž leží 
pravděpodobnos t í  (1  - a ) pro 

Součás t í  RA j e :  

konfi denčních intervalů regre s ­
teoret ická hodnota � se zvolenou 
zvolenou hlad i nu významnost i  a .  

- S t a t i s t i ckd ana lýza RA zahrnuj í c í  testován í významnost i odha ­
dů p ,  významnost i  absolutního čl enu P l ' mult i k o l i near i t y a 
s p rávnos t i  navržené l i neární regresní záv i s lost i .  

- Reg re s n í  d i agnos t i ka obsahuj í c í  tyto kroky : posouzení kval ity 
dat pomocí s t at i st ických analýz reziduí , analýz prvků pro­
j e kční mat i ce a grafů pro zj i štění v l i vných bodů (viz  průzku­
mová ana lýza , [ část I . ] ) ,  posouzení kval ity navržené regresní 
záv i s l o s t i  s využ i t í m  parc iálních regresních a rez i duál n í ch 
grafů a znaménkových testů . 

- O v ě ře n í  p ředpok l adů MNČ : není - l i splněn předpok l ad 1 )  j edná 
se o tzv . mul t i kol inear i t u , 3) heteroskedat i c i t u , 4) aut oko­
r e l ac i , 5) porušení norma l i t y  chyb . Pro tyto p ř í pady j sou 
roz pracovány speciální přístupy umožňuj í c í  z í skat odhady koe ­
f i c i entů P i [ 1 ] . 
U RA ne l i neární vzhledem k paramet rům P vede použ i t í  l i bovo l ­
ného k r i t e r i a  regrese (metoda nej menš ích čtverců , metoda ma­
x i má l n í  věrohodnost i )  na úl ohu ext rem i zace , u níž " proměným i " 
j s ou regres n í  parametry . Ext rema l i zační úl ohu lze řešit  s vy­
u ž i t í m  obecných opt i mal itačních metod , a t o : 
- hledán í m  volného extrému - pokud nej sou na regresní para ­

metry k l adena žádná omezen í , 
hledáním vázaného ext rému - když regresní parametry mus í  
s p l ňovat urč i t é  omezuj í c í  podm í nky . 

A l gor i tmy pro me l i neárn í regresi  lze členi t do těchto zák lad ­
n i ch s k u p i n  [ 1 ] : 
- ned eri vačn í opt imal i zační postupy - pat ř í  sem metoda přímé ­

ho hledání ( Rosenbrockova , Powe l l ova) , s i m p l e x ové metody , 
metody vyuz 1 Va] 1C1  náhodných čísel  ( algor i tmy CRS , GSA , 
AST , ARST) , postupy metody nej menších čtverců , 

- deri vačn í met ody pro k r i ter i um shody nej menš í c h  čtverců -
j ako Gaus sovy - Newtonovy metody , metody Marquard t ova typu , 

- obecné d e r i vační metody , 
- algor i tmy pro spec iální pří pady . 
Obd obně j ak o  u l i neární regrese i součást í  ne l i neární regrese 
je stat i s t i cká analýza odhadů regresních paramet r ů  a regresní 
d i agnos t i k a  [ 1 ] . 

Kore l a ční ana lýza (KA) - cí lem j e  v�šetření e x i s t ence a kvant i ­
f i kace záv i s lost i mez i ve l ič i nam i r l . . . . . f m - rozměrného ná­
hodného vektoru f s využ i t í m  regrese a tzv . � o re l a čn í ch koefi ­
c i en t ů .  Prvky nánodného výběru náhodných vel ičin fl ' f2 označme 
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X l ' x 2 · J e  možno odvod i t  vztahy pro teoret ické regrese E ( f2/X l ) ; E ( f1 /x 2) ' které pro e l i pt ická podmíněná rozdělení 
j sou 1 1 neární a v souř . systému fl ' f2 představuj í přímky . Sou­
č i n  j ej ich směrnic je roven čtverci kore l ačnťho k oefi c i en t u  p . 
Pro � = 1 obě regrese splynou a mezi fl ' f2 e x i stuj e funkční 
záv i s lost , pro f = O ve l i činy f l ' f 2 J sou na sobě nezáv i s l é . 
Pro pří pad v í ce náhodných velič1n se k vyj ádření j ej i c h  záv i s ­
l ost í použ ívaj í t y t o  koef icienty : 
- Vť cená s o b ný k o re l ačnť koefi c i en t  - Rl ( 2  �) - def i nuj e m í -

r u  l i neární záv i s losti mezi fl a neJ lep�i · l 1 neární k ombinací 
s l ožek F2 ' . . . , fm . J e - l i roven j edné , pak fl j e  přesně l i ­
neární k omb i nací ostatních vel i č i n  x . 

- Pá ro vý k o re l ačnť koefi c i en t  Rij - vyj adřuj e míru l i neární 
stochast ické záv i s l os t i  mezi ve1 í č i nami S ,  ti . Pozor ! vý ­
znamná párová korelace není dOkazem pří�1nn Souv i s l os t i  -
někdy vzni kaj í falešné korelace . Proto j e  nutné analýzu zá­
v i s lost í d o p l n i t  o tzv . 

- pa rc i á l n ť k o re l ačnť koefi c i en t  - slouž í k posouzení záv i slos ­
: i mez i s l ožkami fl a � při vyloučení pOsobení d al š í ch s l o -
zek . } J 

- pořado�Ý (nepa rame t ri cký) kore l ačnť koefi c i en t  - nahrazuj e 
k lasický párový koeficient , při čemž j e  málo ci t l i v ý  na př í ­
t omnost vybočuj í c í ch hodnot . 

Di spe rzn ť ana lýza ( DA)  ( analýza rozptylu)  - cí lem j e  z í skání 
inf ormaci , zda nezávisle proměnná d i skrétního typu , tzv . fak t o r ,  
ovl i vňuj e hodnotu nezáv i s l e  proměnné (kvant itat ivní ve l i č ina) . 
Fak t o rem j e  buď ve l ičina d i skret izovaná z vel i č i ny s poj i té 
( např . úrovně teplot ) , nebo se j edná o ve l i č i nu alternat ivní 
( l eguj í c í  prvek : ano - ne ) či nominální ( typ metody , stroj e ,  
kval i f i kace pracovn í ka , . . . . .  ) .  DA se reali zuj e tak , že se pro­
vád í j - opakovaných měření na rOzných úrovních ui fakt oru U .  
Pr oměnná y se pak vyhodnocuj e ze vztahu y . .  = cu. + a i + e i · '  v 
němž � j e ce l k ová střední hodnota ze vl�ch měření na v�ech 
úrovních i '  a i = �i - � j e  tzv . efekt ú ro vně ui (�i j e  střední 
hodnota měrení na úrovni ui ) '  e ii j e  náhodná chyba . Podstata DA 
j e  v t om , že celkový rozptyl da� se rozkládá na s l ožky obj as ­
něné ( známé zdroj e var i abi l i ty )  a na složku neobj asněnou , o n í ž  
se předpok l ádá , že j e  náhodná . Pak se testuj e shoda s t ředních 
hodnot na j ednot l i vých úrovní ui ' tedy hypotéza Ho : a i = O 
( oprot i hypotéze H l : a · r O ) . J inymi sl ovy se testuj e ,  zda roz ­
ptyly měření na j ednot l i vých úrovních u i j sou ( nej sou) srovna­
t e l né s rozptyly mezi j ednot l i vými úrovněmi u i . J e st l i ž e  se po­
tvrdí Ho ' pak j ednot l i vé úrovně ui nemaj í v11v na hodnotu pro­
měnné y .  V opačném pří padě , j edna- l i  se o nezáv i s l e  proměnné 
d i skreti zované ve l ič i ny , mOže se pokračovat ve stat i s t i cké ana­
lýze regresní analýzu , při alternat ivních či nom i nál n í ch pro ­
měnných j e  možno testovat tzv . kon t ra s ty , např . Ho : a 1 = a 2 ; 
Ho : a 1 - a 2  = a 3 - a4 ' . . . . . .  . 

S leduj e - l i  se v l i v  j ednoho faktoru U na vel ič i nu y j e  t o  tzv . 
j ednofa k t orová DA , při  vícero faktorech v ťcefa k t o ro vá DA ( kom ­
bi nace j ednot l i vých faktorO vytvářej í pak tzv . lat inské , či  
řeckolat inské čtverce ) . J e  možno s ledovat i interakce j ednot l i ­
vých úrovní j ednot l i vých faktorO . Dále s e  rozeznává D A  s tzv . 
pevným i efe k ty , j sou- l i  j ednot l i vé úrovně faktorO pouze výběrem 
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z konečného s ouboru , či DA s náh odným i efek ty , j edná- l i  se o 
výběr faktorů z nekonečného souboru . Stat i st ické z pracování j e  
u obou pří padů s t ej né , od l i šné j sou j en předpok lady DA a způ­
sob i n t e r p retace výsledků . 

K o va r i a č n i  ana lýza (KoA) ( analýza kovar iance ) - j e  stat i s t ická 
metoda u niž záv i s l e  proměnná y j e  kvant itat ivní ve l i č i na a ne ­
záv i s l e  proměnné maj í charakter j ednak spoj i tý ( x ) , j ednak d i s ­
krétní  ( u ) . Cí lem KoA j e  posoud i t  a analyzovat záv i s l ost y na 
u .  " oč i s t ěné " od v l ivu x .  V prax í tot í ž  e x í s t uj í pří pady , u 
n i chž analýza rozptylu , použ i t á  pro určení závi s l o s t i  ve l ič i ny 
y na úrovn í ch u fakt oru U ,  dává nesprávné výsledky , j e - l i  y na­
víc záv i s l é  na s poj i t é  nezáv í s l e  proměnné x .  V ú l ohách s j ednou 
ve l i č i nou y ,  j ednou proměnnou x a j edním fakt orem U se pracuj e 
s mat emat i ckým vztahem y = f!A + a i + /Jz ' kde � j e  ce l ková střed ­
ní hodnota , a ·  j e  efekt úrovně a /J j e  regresní koe f i c i ent . Ko­
variančn í  analýzu lze chápat j ako spoj ení regresní a d i sperzní 
ana lýzy . V procesu KoA se provád í tyto stat i s t i cké testy : 
- shoda regre s n í ch koeficientů ve skupi nách , tedy Ho : /J l = . . .

. 
/J k = jJ ;  j est l iže Ho není potvrzena ne lze v KoA pokračovat 
s t andartním způsobem , 
nu l ovost regrese , tedy Ho : /J = O ;  real i zace KoA nemá význam a 
záv i s lost y na ui se provede analýzou rozptyl u , 

- ově ření Ho : a l = . . . . a i = O ,  což j e  hlavní nápl n í  KoA .  J e - l i  
Ho pot vrzena , pok ládá s e  v l í v  úrovně ui faktoru U na proměn­
nou y na zvolené hlad i ně významnost i  za pod statný při " oč i s ­
tění " proměnné y o d  spoj ité proměnné x .  

J es t l i že v KoA se vyskytuj e v í ce spoj i tých proměnných x j de o 
tzv . v i cená s o bnou KQA ,  pokud j e  více proměnných y j e  t o  v i ce­
rozmě rná kovar i ančn1 analýza . [ 2 ] . 

3 .  DYNAM I CkÉ REALI ZAČN í METODY - ANALÝZY NÁHODNÝCH PROCESŮ 

Pat ř í  se metody zabývaj í c í  se stat i s t ickým z pracování m  
těch proj e�ů a procesů n a  techni ckých soustavách (TS ) , j ej i chž 
parametry J Sou podstatně časově záv i s lé . Pat ř í  sem např . prob­
l emat i ka v i brac í , otřesů a hluku u TS , j ej ich odezev na náhodná 
zatěžování apod . V zák ladním členěn í dynami ckých metod lze ho­
voř i t  o :  

- A na l ýza s i gná l a  - s louž ící  ke zj i š ť ování charak t e r i s t i k  ode ­
zev TS na neznámé obecné buzení , které není předmětem našeho 
zaj mu .  Analýzu s i gnálů lze charakteri zovat j ak o  zpracování 
výsledků měření v i brac í prvků TS za určitých provozních pod ­
m í nek tak ovým způsobem , aby byly snadno i nterpretovatelné a 
použ i t e l né pro dal š í  využ i t í , např . v simulačn ím modelován í . 

- A na l ýza sous t a v - j e  to analýza dynami ckých vlastnost í a cho ­
vání TS , která nej en analyzuj e s i gnály odezev TS , ale vyše t ­
řuj e mez i n i m i  i příčinné záv i s lost i ,  a to  ve tvaru tzv . 
vs t upně- výs t upn i ch ( V- V) cha rak t e ri s t i k  TS . Tyt o  vyj adřuj í 
relace mezi v s t upními ( budícími ) a výstupními ( odezvam i )  s i g ­
nály n a  TS . K analýze soustav j e  k d i spozici řada dynam i ckých 
stat i s t i ckých metod , z n i chž ty nej důlež i těj š í  j sou zde 
s t ručně vymezeny . 
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- Modd l n í  ana lýza (MA)  - j e  to analýza zák ladních v lastnost í  
kmitO TS v j ej ich různých stavech , j ako přechodových , provoz ­
n í ch , hran i čn í ch , mezních apod . Znalost vlastnost í kmitů TS 
j e  důlež i t á  z hledi ska modelování (experimentálního nebo vý ­
počtového) dynamických odezev mechanické soustavy v tom smy s ­
lu , že l i bovolnou dynamickou odezvu T S  l z e  zredukovat n a  d i s ­
krétní soubor tvarů kmitů (vidů) , který obsahuj e informace o :  
- tvarech ( př í padně i o pořad í )  j ednot l ivých km i t ů , - hod -

not ách frekvencí a vel i kostech t l umení . V rámci MA se vy­
šet řuj e důležitá v - v  charakter i s t i ka , tzv . p řenos o vd funkce 
H (D) , představuj í c í  relaci mezi vstupními X (fi )  a výstupními  
F (D) s i gnály TS , danou vztahem X (a) = H (� )  . F (�) . Funkce 
H Cn) j e  určena svoj í absolutní hodnotou I H (n) I a fázi (�) . 
S využ i t í m  H (n) lze vyj ádř i spektrum s í gnálů na výstupu z 
TS na zák ladě spektra signálů vstupnich . V pří padě l i neární 
dynam i k y  j e  H (n) nezáv i s l ou ( i nvariantní ) charak t e r i s t i kou 
vzhledem k d r uhu vstupních a výstupních s i gnálů ( harmonic­
kých , impu l s ových , náhodných , . . . . .  ) ,  je  tedy i nvar iantní 
vzhledem k charakteru dynamických stavů TS ( pokud zůstávaj í 
v oblas t i  l i neární dynam i ky ) . U l i neárních mode l ů  p l a t í  j ak 
známo p r i n c i p  s uperpoz i ce , což znamená , že j akák o l i v  spek ­
tra vstupních s i gnálů lze rozd ě l i t  na parciální úči nky , pro 
které lze vyhodnocovat d í lč í  odezvy a nakonec j e  sečíst . 
Analýza přenosových funkcí pak umožňuj e nalézt spektra 
vlastních frekvencí i rezonancí . 

J edná- l i  se o ne l i neární dynamiku , pak H (a) , určuj í c í  charak ­
ter s i gnálů na výstupu z TS , odpovídá zcel a  urči t ým vstupům -
neplat í zde tedy uvedená invar iantnost . Ve strukturách TS 
e x i stuj e  nesč í s e lné množství prvků způsobuj í c í ch ne l i neárn í 
chování TS . Pat ř í  sem např . vůle , předpět í ,  hys t ereze , v 
e lektrických soustavách releové charakte r i s t i k y  apod . D í l č í  
me t od i ky řešení těchto soustav ( např , metody ekvivalentní ne ­
bo stochast i cké l i near izace ) , zvládnutelné běžně dostupným i 
výpočetními prostředky na vyhovuj ící  úrovn i přesnost i ,  lze 
doporuč i t  j en pro omezený počet nel i near i t , zahrnuj í c í  na­
štěst í zák l adní typy nel i near i t  vyskytuj ících se v technické 
prax i . U l i near i zovaných TS pak hovoř íme o l i near izované pře -
nosové funkci He (n) . 

. 

Spek t rd l n í  ana lýza - j e  to stat i s t ická analýza u n í ž  se k popi ­
su vstupnich a vÝstupních charakter i s t i k  použ í vá tzv . výkono­
vých spek t rd l n í ch hus t o t  9 (�) (VSH) . Pro odezvu TS lze pak psát 
GXX = H (O) . GFF (O) . H · (0) , kde GXX cn> je VSH na výstupu , 
GFF (n) j e  VSH na vstupu , T ·  . . . .  transponovaná kompl e x ně sdru­
žená . Vzhledem k t omu , že G (n) je kvadrat i ckou funkcí w j sou 
významné s l ožky frekvenčního spektra zesí leny na úkor s l ožek 
méně významných . Výkonová spektra výstupní ch s i gnálů se tak 
stávaj í prak t i cky nej významněj š í  charakter i s t i kou s oučasné in­
ženýrské praxe . P ř i s p í vaj í k tomu i dokonalé procedury FFT 
(Rychlá Four ierova t ransformace ) pro j ej ich z í skání ze s ouboru 
naměřených ( vypočtených) dat . 

Keps t rd l n í ana lýza - u této stat i s t ické metody se k pop i su dy­
nam i ckého chováni TS použ ívá tzv . keps t rum , což j e  vlastně vý­
konové spe k t rum l oga ri tmu výkono vé spek t rd l n í  h u s t o ty analyzo-
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vaného s i gnáló . Ma.ema. icky vyj ádřeno C ( Gr ) = I F { l og G ( f ) } 1 2 . 
Keps. rum j e  c i . l i věj Š í  než k las ické výk onové spek.urm při  ana­
lýze urč i . ých ar.efak.ó , vyplývaj ících z výběru spek.rá l n í ch 
parame t r ó  a u ž i .ých výpočtových metod ( např . de.ekce významných 
harmon ických s l ožek předevš ím v okraj ových pásmech spek.er , fá­
zových vztahů , modulačních frekvenční ch efek.ó apod . ) .  
Koh e renčni ana lýza - na základě koherence lze odhadnou. m í ru 
l i neárního vz.ah� mez i s i gnály na vs. upu a na výs.upu TS . Ne ­
rovnost I G�F (O) I s GXX (O) . GFF (O) , kde GX� (O) je vzáj emná VSH 
vstupu a vys. upu , vyj adřuj e sku.ečnos. , že J edno ze spek.er ob­
sahuj e nekoheren. n í  šumy , zpósobené ne l i near i .ou TS . S.upeň l i ­
neárn� záv i s los. i pa� lze odhadnou. na zák ladě kohe renčni funk­
ce X (O) = I GXF (O) I / GXX (O) . GfF (O) , přičemž j ak známo O s 
r;2 (0)  s 1 .  Mezní hodno.a 1 odpov1.dá měření " bez šumu " , mezní 

hod no.a O odpov í d á  měření " j en šumu " . 

Kumu l a n t n i  ana lýza - v přehledu ma.ema. ických pros.ředků , už í ­
vaných k pop i su náhod ných děj ů ,  se vě. š í nou spokoj uj eme se zna­
l o s . í  vhod ných č í selných charak.er i s . í k  ( k ore lačních funkc í , 
funkcí výkonových spek.rálních hus.o. apod . ) ,  m í s . o  zna l os . í  
odpov í daj í c í ch zdkona rozdě l en i  p ra vděpodobnos t i  p roce s a . Po. í ­
ž e  spoj ené s řešením vz.ahO obsahuj ících zákony rozdělení pro 
obecně negaussovské procesy , působíc ích nav íc v ne l i neárních 
sous.avách , vedou k závěru , že j e  čas.o úče lné věnova. se ne ­
j e n me. odám výpoč.O pravděpod obnos.ních momen.ů , ale  i kumu l a n ­
t ů  ( sem i i nvar i an.ám ) , k.eré maj í v j i s.ém smys l u  význam navzá­
j em o r . ogonálních č í s e l ných charak.er i s . i k . Pro.ože mez i kumu ­
l an t y  a momen. y  e x i s.uj í j ednoznačné , i když čas.o velmi s l ož i ­
t é  vz.ahy , j e  účelné vy.voř í. speciální me.od ický apará • •  zv . 
" k umulan. n í  analýzy " pro řešení něk.erých .ypů ne l í neárn í ch 
ú l oh .  Podrobnos. i j sou uvedeny ve spec i a l izované l i .era.uře . 
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