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The contribution continues the first part and deals with
basic static and dynamic statistic methods.

1. 0OvoD.

Prispévek je pokracdovanim stejnojmenného predchazejiciho
prispévku, ve kterém byl uveden struény prehled vstupnich a re-
dukénich statistickych analyz. V tomto prfispévku je pozornost
zaméfena predevs$im na heslovité podanou obsahovou néplii static-
kych a dynamickych statistickych metod aplikovatelnych na sou-
bory dat ziskané méfenim na technickych soustavach (TS). Pred-
poklada se, 2e <¢tenari jsou jasné pojmy a obsahova napln sta-
tistické analyzy jednorozmérnych dat.

2. STATISTICKE REALIZACNI METODY.

Jsou zde postupné uvedeny analyza regresni, korelacdni,
disperzni a kovariandéni.
Regresnt _analyza (RA) - cilem regresni analyzy je ziskat a ob-
jasnit vztah mezi zavisle proménnou velidinou y a nezavislymi
proménnymi x;, které maji charakter spojitych (&iselnych, kvan-
titativnich) velid¢in. Je nutno rozlisovat tyto pfipady:
- rozptyly méfenych hodnot velidin x; jsou srovnatelné s roz-
ptyly mé&rené velidiny y (tzv. funkciondlnt modely, [11]),
- rozptyly velidin x; jsou zanedbatelné vzhledem k rozptyldm y
(tzv. strukturnt modely, [1]) - tento pripad bude analyzovéan.
Regresni zéavislost, vyjédiena funkci y =B (x,B) + e;, v niz B
jsou tzv. regresnt koeficienty, miZe byt lineérnl vzhledem ke
koeficientim B (y = By + Byxq H cos x) nebo
nelinearni neseparabllni (y = exp%ﬁl, ) + exp(ﬁ ,x) ), ,separa-
bilni (y = + exp (B.x) ), vnitfné linedrni (y = B3x) nebo
11nearlzovate1né (y = B1 exp (By/x) ).
Nasledujici text se tyk% RA 11neérn1 a linearizovatelné (neli-
nearity vzhledem k B lze prevést vhodnou transformaci na 1li-
nearni pripad).
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Nejuzivanéjs$i metodou k ziskani odhadd koeficientd B je metoda
nejmendich &tvercd (MNC), kterd je aplikovatelna za téchto
predpokladi:
1) v matici proménnych x; nejsou Zadné dva sloupce kolinearni,
a dale nahodné chyby x;:
2) maji nulovou stfedni hodnotu,
3) konstantni a koneény rozptyl,
4) jsou vzajemné nekorelované,

5) maji normalni rozdéleni.

Duilezitym krokem RA je urdeni konfidenénich intervall regres-
nich koeficientd v nichZz lezi teoreticka hodnota B se zvolenou
pravdépodobnosti (1 - a) pro zvolenou hladinu vyznamnosti a.

Soucasti RA je:

- Statistickd analyza RA zahrnujici testovédni vyznamnosti odha-
dd B, vyznamnosti absolutniho &lenu f;, multikolinearity a
spravnosti navrzZené linedrni regresni zavislosti.

- Regresnt diagnostika obsahujici tyto kroky: posouzeni kvality
dat pomoci statistickych analyz rezidui, analyz prvkd pro-
jekéni matice a grafd pro zjisténi vlivnych bodd (viz pruizku-
mova analyza, [8ast 1.]), posouzeni kvality navrZené regresni
zavislosti s vyuzitim parcidlnich regresnich a rezidualnich
grafd a znaménkovych testu.

- Ovérent predpokladit MNC: neni-1li splnén piredpoklad 1) jedna
se o tzv. multikolinearitu, 3) heteroskedaticitu, 4) autoko-
relaci, 5) poruseni normality chyb. Pro tyto pripady jsou
rozpracovany specidlni pfistupy umozriujici ziskat odhady koe-
ficientt Bi [1].

U RA nelinearni vzhledem k parametrim B vede pouziti libovol-

ného kriteria regrese (metoda nejmensich &tvercd, metoda ma-

ximalni vérohodnosti) na udlohu extremizace, u niZz "proménymi"
jsou regresni parametry. Extremalizadni dlohu lze fes$it s vy-
uzitim obecnych optimalita¢nich metod, a to:

- hledanim volného extrému - pokud nejsou na regresni para-
metry kladena Zaddna omezeni,

- hledanim vézaného extrému - kdyZz regresni parametry musi
spliiovat ur¢ité omezujici podminky.

Algoritmy pro melinedrni regresi lze ¢lenit do téchto zaklad-

nich skupin [1]:

- nederiva¢ni optimalizadni postupy - patri sem metoda primé-
ho hledani (Rosenbrockova, Powellova), simplexové metody,
metody vyuzivajici néhodnych ¢&isel (algoritmy CRS, GSA,
AST, ARST), postupy metody nejmens$ich &tvercuy,

- derivaéni metody pro kriterium shody nejmen$ich &tvercu -
jako Gaussovy-Newtonovy metody, metody Marquardtova typu,

- obecné derivadé¢ni metody,

- algoritmy pro specidlni pripady.

Obdobné jako u lineadrni regrese i soudasti nelinearni regrese

je statisticka analyza odhadi regresnich parametrd a regresni

diagnostika [1].

Korelaént analyza (KA) - cilem je vySetfeni existence a kvanti-
fikace zavislosti mezi velidinami ? ..... m-rozmérného na-
hodného vektoru s vyuzitim regrese a tzv. %orelaéntch koefi-

cientu. Prvky ndhodného vybéru nahodnych velidin fl' fz oznacme
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x1. x5. Je mozno odvodit vztahy pro teoretické regrese E
2/x ); E ( fl/xz) které pro eliptickéd podminéna rozdéleni
JSOU 11nearn1 a v sour. systému fl' fz predstavuji primky. Sou-

¢in jejich smérnic je roven &tverci korelalntho koeflctentu f

Pro f = 1 obé& regrese splynou a mezi fl' o existuje funkéni

zavislost, pro = 0 velidiny 1 Jsou na sobé& nezavislé.

Pro ptfipad vice nadhodnych velid¢in seé E vyjéddfeni jejich zavis-

losti pouzivaji tyto koeficienty:

- Vtcendsobny korelaént koeficient - R - definuje mi-
ru linearni zavislosti mezi fi a neJ{epél llgeérnl kombinaci
slozek {5, ..., m- Je-1li roven jedné, pak f& je presné 1li-
nedrni kombinaci ostatnich ve11é1n X.

- Pdrovy koreladnt koeficient vyjadruje miru linearni
stochastické =zavislosti mezi veilélnami Jf Pozor! Vy-
znamna parova korelace neni dikazem pii 1nn gouvislosti -
nékdy vznikaji falesSné korelace. Proto je nutné analyzu za-
vislosti doplnit o tzv.

- parcidlnt koreladnt koeficient - slouzi k posouzeni zavislos-
ti mezi slozkami f} a /3 pri vylouceni pisobeni dalsich slo-
zek

- poradovy (neparametricky) koreladnt koeficient - nahrazuje
klasicky parovy koeficient, pricdemz je malo citlivy na pri-
tomnost vybodujicich hodnot.

Disperznt analyza (DA) (analyza rozptylu) - cilem je =ziskani
informaci, zda nezévisle proménna diskrétniho typu, tzv. faktor,
ovliviiuje hodnotu nezavisle proménné (kvantitativni velicina).
Faktorem je bud velidina diskretizovand z velidiny spojité
(napf. drovné teplot), nebo se jednd o velidinu alternativni
(legujici prvek: ano - ne) ¢&i nominalni (typ metody, stroje,
kvalifikace pracovnika, ..... ). DA se realizuje tak, Ze se pro-
vadi j-opakovanych mé€reni na rdznych drovnich u; faktoru U.
Proménna y se pak vyhodnocuje ze vztahu y;: = t4+ a; + €

némz A je celkova stredni hodnota ze g;ch méfeni na vgech
drovnich ., a; = Jﬁ y.Je tzv. efékt tirovné u; (4; je stfedni
hodnota méreni na tGrovni u;), e;; je ndhodna chyba Podstata DA
je v tom, zZe celkovy rozptyl dat se rozkladad na slozky objas-
néné (znémé zdroje variability) a na slozku neobjasnénou, o niZ
se predpoklada, ze je néhodnad. Pak se testuje shoda strednich

hodnot na jednotlivych drovni wu;, tedy hypotéza H,: a; =0
(oproti hypotéze H 0). Jinymi slovy se testuje, zda roz-
ptyly méfeni na jeénotilvy drovnich u; jsou (nejsou) srovna-

telné s rozptyly mezi jednotlivymi drovnémi u;. JestliZe se po-
tvrdi H,, pak jednotlivé urovné wuj; nemaji vliv na hodnotu pro-
ménné y. V opadéném pripadé, jedna-1li se o nezavisle proménné
diskretizované velid¢iny, miZe se pokradovat ve statistické ana-
lyze regresni analyzu, pfi alternativnich ¢&i nominadlnich pro-
ménnych je moZno testovat tzv. kontrasty, napf. Hg : ay = aj;
Hyiay - ap = a3 - a4, ......

Sleduje-1i se vliv jednoho faktoru U na velid¢inu y je to tzv.
jednofaktorovd DA, pri vicero faktorech vicefaktorovd DA (kom-
binace jednotlivych faktord vytvareji pak tzv. latinské, ¢&i
feckolatinské &tverce). Je mozno sledovat i interakce jednotli-
vych drovni jednotlivych faktord. Dale se rozeznava DA s tzv.
pevnymi efekty, jsou-li jednotlivé drovné faktord pouze vybérem
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z kone&ného souboru, ¢&i DA s ndhodnymi efekty, jedna-1li se o
vybér faktord z nekoned¢ného souboru. Statistické =zpracovéani je
u obou pripadd stejné, odlisné jsou jen predpoklady DA a zpi-
sob interpretace vysledki.

Kovariacnt analyza (K,A) (analyza kovariance) - je statisticka
metoda u niZz zavisle proménné y je kvantitativni veli¢ina a ne-
zavisle proménné maji charakter jednak spojity (x), jednak dis-
krétni (u). Cilem K_A je posoudit a analyzovat zavislost y na
u, "oclisténé" od vlivu x. V praxi totiZz existuji pripady, u
nichZz analyza rozptylu, pouzitd pro uréeni zavislosti velidiny
y na uUrovnich u faktoru U, davd nespravné vysledky, je-1li y na-
vic zavislé na spojité nezavisle proménné x. V ulohach s jednou
veli¢inou y, jednou proménnou x a jednim faktorem U se pracuje
s matematickym vztahem y = 4+ a; + B,, kde & je celkova stred-
ni hodnota, a; je efekt urovné a B je regresni koeficient. Ko-
varianéni anaiyzu lze chapat jako spojeni regresni a disperzni
analyzy. V procesu K A se provadi tyto statistické testy
- shoda regresnich koeficientd ve skupinach, tedy Hg, ..
By = B; Jjestlize Hy neni potvrzena nelze v K A poﬁracovat
standartnim zpﬁsobem

- nulovost regrese, tedy H,: B = 0; realizace K jA nemda vyznam a
zavislost y na u1 se provede analyzou rozptylu,
- ovéfeni H,: a a; = 0, coz je hlavni naplni K A. Je-1i

1
H, potvrzena, poklédé se vliv drovné u; faktoru U na promén-
nou y na zvolené hladiné& vyznamnosti za podstatny pri "olis-
téni" proménné y od spojité proménné x.

Jestlize v K,A se vyskytuje vice spojitych proménnych x jde o
tzv. vicendsobnou K A, pokud je vice proménnych y je to vice-
rozmérnd kovarianéni analyza. [2].

3. DYNAMICKE REALIZACN{f METODY - ANALYZY NAHODNYCH PROCESU

Patfi se metody =zabyvajici se statistickym zpracovanim
téch projevid a procesti na technickych soustavach (TS), jejichz
parametry jsou podstatné casové zavislé. Patri sem napr. prob-
lematika vibraci, otresd a hluku u TS, jejich odezev na nadhodna
zatézovani apod. V zakladnim <&lenéni dynamickych metod 1lze ho-
vorit o:

- Analyza signdlid - slouzici ke zjistovani charakteristik ode-
zev TS na neznamé obecné buzeni, které neni predmétem naseho
zajmu. Analyzu signald 1lze charakterizovat jako zpracovani
vysledkd méreni vibraci prvkd TS za urditych provoznich pod-
minek takovym zpusobem, aby byly snadno interpretovatelné a
pouzitelné pro dal$i vyuziti, napf. v simulaédnim modelovani.

- Analyza soustav - je to analyza dynamickych vlastnosti a cho-
vani TS, ktera nejen analyzuje signaly odezev TS, ale vySet-
fuje mezi nimi i prfid¢inné =zavislosti, a to ve tvaru tzv.
vstupné-vystupnich (V-V) charakteristik TS. Tyto vyjadruji
relace mezi vstupnimi (budicimi) a vystupnimi (odezvami) sig-
naly na TS. K analyze soustav je k dispozici rada dynamickych
statistickych metod, z nichZz ty nejdilezitéj$i jsou zde
stru¢né vymezeny.
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- Moddlnt analyza (MA) - je to analyza zakladnich vlastnosti
kmitd TS v jejich ruznych stavech, jako prechodovych, provoz-
nich, hrani¢nich, meznich apod. Znalost vlastnosti kmitd TS
je dilezita z hlediska modelovani (experimentalniho nebo vy-
pod¢tového) dynamickych odezev mechanické soustavy v tom smys-
lu, 2e libovolnou dynamickou odezvu TS lze zredukovat na dis-
krétni soubor tvard kmitd (vidd), ktery obsahuje informace o:
- tvarech (pfipadné i o poradi) jednotlivych kmitd, - hod-

notach frekvenci a velikostech tlumeni. V ramci MA se vy-
Setfuje duilezita V-V charakteristika, tzv. prenosovd funkce
H(RQR). ptedstavujici relaci mezi vstupnimi X(Q) a vystupnimi
F(R) signaly TS, danou vztahem X(R) = H(Q) . F(R). Funkce
H(Q) je uréena svoji absolutni hodnotou |H(R)| a fazi (R).

S vyuzitim H(R2) 1lze vyjéadfi spektrum signald na vystupu z
TS na zakladé spektra signéld vstupnich. V pripadé linearni
dynamiky je H(R) nezavislou (invariantni) charakteristikou
vzhledem k druhu vstupnich a vystupnich signald (harmonic-
kych, impulsovych, nahodnych, ..... ), je tedy invariantni
vzhledem k charakteru dynamickych stavd TS (pokud zustavaji
v oblasti linearni dynamiky). U linedrnich modeld plati jak
znamo princip superpozice, coz znamend, 2e jakakoliv spek-
tra vstupnich signald 1lze rozdélit na parcialni dcéinky, pro
které 1lze vyhodnocovat dil¢i odezvy a nakonec je sedist.
Analyza prenosovych funkci pak umozZriuje nalézt spektra
vlastnich frekvenci i rezonanci.

Jedna-1i se o nelineAdrni dynamiku, pak H(), ur&ujici charak-
ter signald na vystupu z TS, odpovida zcela urditym vstupuim -
neplati zde tedy uvedend invariantnost. Ve strukturdch TS
existuje nesciselné mnozstvi prvkd zpiasobujicich nelineéarni
chovani TS. Patfi sem napf. vile, predpéti, hystereze, v
elektrickych soustavach releové charakteristiky apod. Diléi
metodiky resSeni téchto soustav (napr, metody ekvivalentni ne-
bo stochastické linearizace), zvladnutelné bézné dostupnymi
vypocetnimi prostfedky na vyhovujici drovni presnosti, lze
doporu¢it jen pro omezeny podet nelinearit, zahrnujici na-
$tésti zakladni typy nelinearit vyskytujicich se v technické
praxi. U linearizovanych TS pak hovorime o linearizované pre-
nosové funkci Hg ().

Spektrdlnt analyza - je to statisticka analyza u niZz se k popi-
su vstupnich a vystupnich charakteristik pouziva tzv. vykono-
vych spektrdlnich hustot g@D (VSH) . Pro odezvu TS 1lze pak psat
Gyx = H(n) - Ggg(0) (0) kde Gyyx(R) je VSH na vystupu,
GFF(Q) je VSH na vstupu, T® .... transponovana komplexné sdru-
2enda. Vzhledem k tomu, Ze G(Q) je kvadratickou funkci w jsou
vyznamné slozky frekvenéniho spektra zesileny na dkor slozek
méné vyznamnych. Vykonova spektra vystupnich signald se tak
stdvaji prakticky nejvyznamnéj$i charakteristikou soudasné in-
2enyrské praxe. Prispivaji k tomu i dokonalé procedury FFT
(Rychla Fourierova transformace) pro jejich ziskani ze souboru
naméfenych (vypo&tenych) dat.

Kepstrdlnt analyza - u této statistické metody se k popisu dy-
namického chovani TS pouziva tzv. kepstrum, coz je vlastné vy-
konové spektrum logaritmu vykonové spektrdlnt hustoty analyzo-
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vaného signalt. Matematicky vyjadfeno C(¥) = |F{log G(f)}|2.
Kepstrum je citlivéjs$i nez klasické vykonové spekturm pri ana-
lyze urcditych artefaktd, vyplyvajicich z vybéru spektralnich
parametrd a uzitych vypodtovych metod (napf. detekce vyznamnych
harmonickych sloZzek prfedev$im v okrajovych pasmech spekter, fa-
zovych vztahl, moduladnich frekvenénich efektd apod.).
Koherenént analyza - na zakladé koherence 1lze odhadnout miru
linearniho vztahy mezi signaly na vstupu a na vystupu TS. Ne-
rovnost IGXF(O)l = Gyx(0) . Ggg(Q), kde GXE(n) je vzajemna VSH
vstupu a vystupu, vyjadrfuje skuted¢nost, 2e jedno ze spekter ob-
sahuje nekoherentni Sumy, zpusobené nelinearitou TS. Stupen li-
nearnj zavislosti pa5 1ze odhadnout na zakladé koherenént funk-
ce_ C°(Q) = IGXF(O)I / Gyx(Q) . GE (0), pridemz jak znamo 0 =
{2(0) = 1. Mezni hodnota 1 odpov1§é mé&reni "bez Sumu", mezni
hodnota 0 odpovida méreni "jen Sumu".

Kumulantni{ analyza - v prehledu matematickych prostredkd, uzi-
vanych k popisu nahodnych déji, se vétsinou spokojujeme se zna-
losti vhodnych &iselnych charakteristik (korelaé¢nich funkci,
funkci vykonovych spektrdlnich hustot apod.), misto znalosti
odpovidajicich zdkoni rozdélent pravdépodobnostt procesi. Poti-
Z2e spojené s resenim vztahl obsahujicich zakony rozdéleni pro
obecné negaussovské procesy, pusobicich navic v nelinearnich
soustavach, vedou k zavéru, 2e je casto ucelné vénovat se ne-
jen metodam vypoctd pravdépodobnostnich momentd, ale i kumulan-
tii (semiinvariantam), které maji v jistém smyslu vyznam navza-
jem ortogondlnich ¢iselnych charakteristik. Protoze mezi kumu-
lanty a momenty existuji jednoznac¢né, i kdyz &asto velmi slozi-
té vztahy, je ucelné vytvorit specialni metodicky aparat tzv.
"kumulantni analyzy" pro rfeseni nékterych typld nelinearnich
iloh. Podrobnosti jsou uvedeny ve specializované literature.
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