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ETALON BAR METHOD APPLICATION
FOR ELASTICITY CONSTANTS IDENTIFICATION

APLIKACE METODY PRUTOVEHO ETALONU
PRO IDENTIFIKACI MATERIALOVYCH KONSTANT

Karel Vitek !, Stanislav Holy, Tomas Mare§, Roman Picek

The original method for a material identification method is based on the two simply experiments and three
simple calculations of only three displacements on the simple etalon bar beam. This "bar etalon method" used
for detetermination of elastic moduli E and Poisson's ratio u of Hooke's materials has already been published
in [1], [2]. Further, the possibility of its utilization for material properties identification for FE-calculation,
which in fact means tuning of these constants by comparison of FE-calculation with some real construction, was
described in [3]. Such method allows stepwise identification of Young's modulus of elasticity E of the examined
material and following the Poisson's ratio y can be set, since the functions between measured displacements and
both material constants were found and quantified. The etalon bar of circular shape is simple (as regards the
manufacturing technology). Two physical experiments are applied to find the both constants E, p, by which the
deformation of the ring is measured while the ring is gradually loaded. Then the both material constants can be
set by comparison of dependencies found during the physical experiment and during the numerical simulation by
FEM. The boundaries of bar etalon method utilization should be adjusted in view of ring's size, which should
lead to deformations measurable by general millesimal (or centesimal) indicatorr in sufficient precision, which
naturally affects the precision of found material constants. This is why we used numerical simulations for
evaluation of the field of dimensions of the ring. A ring etalon of constant rectangular cross-section can be
produced by several methods. Thus, the effect of circle's ovality on monitored deformations was also tested. The
experience and rules stemming from numerical experiments with etalon circles are commented here.
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Uvod

Metodu ,,Prutového etalonu® pro ur€ovani modulu pruznosti E a Poissonova Cisla p
Hookeovskych materidlti jsme v SirS§im teoretickém obrysu publikovali viz [1], [2] a déle
v souvislosti s moznosti materidlové identifikace vypocetnich systétmi MKP viz [3],
respektive pouziti této metodiky na ladéni systémt MKP na konkrétni materialy modelované
konstrukce. Tato metoda umoziiuje postupnou identifikaci Youngova modulu pruznosti E
zkoumaného materialu a nasledné Poissonova Cisla p, protoze se podafilo nalézt a
kvantifikovat funkce métfenych posuvii vzhledem k obéma materidlovym konstantam.
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Etalonovy prut kruhového tvaru je vyrobné jednoduchy a pro zjisténi obou
materidlovych konstant E, p jsou na néj aplikovany dva fyzikéalni experimenty, pfi nichz je pfi
postupném silovém zatéZzovani krouzku méfena vzdy jeho adekvatni deformace, viz obr.1.
Porovnanim zavislosti z fyzikalniho experimentu s vysledky numerické simulace experimentu
MKP jsou stanoveny ob¢€ hledané materidlové konstanty. Pro uplatnéni metody prutového
etalonu je tieba stanovit jeji hranice pouziti z hlediska rozmért uzitého krouzku, aby jeho
deformace byly méfitelné béznymi tisicinovymi (nebo i setinovymi) indikatory s dostate¢nou
presnosti, nebot’ ta ovliviluje presnost zjisténych materidlovych konstant. Proto jsme
numerickymi simulacemi provétovali pole rozmért krouzku. Kruhovy etalon konstantniho
(obdélnikového) prufezu miize byt z testovaného
materidlu vyroben nékolika zpiisoby a proto jsme
testovali vliv ovality krouzku na sledované -
v identifika¢nich experimentech métené - deformace.
ZkuSenosti a zasady vyplyvaji z numerickych
experimentl s etalonovymi krouzky

Ohybovy diagram zavislosti posuvu v na sile F
krouzku zobr.l je voblasti Hookeova zikona
vyrovnan linedrni regresi ve tvaru : v =a*F. Smérnice
regresni piimky a(E, p) je obecné funkci modulu
pruznosti E, Poissonova ¢isla p a konstantnich
rozmérd uvazovaného prutu (ten tvoii krouzek o
poloméru R s konstantnim obdélnikovym priifezem o
radialni vySce h a Sifce b). Analyza MKP uvedend v
obr.2 vzhledem k Poissonovu ¢islu p tohoto posuvu
v(E, p) pro volenou zatézovaci jednotkovou silu F je
vyrovnana polynomickou regresi. Stabilni konstantni
¢len zde je funkei modulu pruznosti E
(a konstantnich rozmérti prutu) a ostatni zanedbatelné
Cleny, které ovliviluji ve vypoctu nejvyse 4.
vyznamovou Cislici vysledku posuvu v(E, p), jsou
funkei p (a konstantnich rozmérit). Uvazovany posuv
v je tedy velmi slabou funkci p a dominantni funkci
E. Identifikaci modulu pruznosti mizeme provést
podle obr.3, kde je numerickou analyzou
dokumentovana (po prolozeni mocninné regresni
kiivky vypocltenymi variantami) nepiima umeérnost
posuvu V(E, p) na modulu pruznosti E. Protoze smérnice a regresni pfimky experimentu
odpovida posuvu v pro jednotkovou silu F, 1ze modul pruznosti E urcit jako prisecik regresni

Obr.1 Principy zatézovani silou ,, F

a méreni posuvit u,v na krouzku
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primky experimentu a regresni hyperboly vypocti, tedy zrovnosti v=a*F =a*1=c¢*E™,
coz v grafu na obr.3 predstavuje priasecik konstanty s hyperbolou a modul pruznosti je podle
piedeslé rovnice dan podilem: E = ¢/a. Regresni hyperbolu je vSak nutno ze sady vypocta
konstruovat.

Dalsi - vyhodnéjsi cesta vyuziva zjisténou hyperbolickou zéavislost posuvu vna E a
vyzaduje pouze jeden numericky vypocet konstrukce. Pomoci vypoctu modelu prutu
zatizen¢ho (shodné s pfedchozim modelem zobr.1) jednotkovou silou s materidlovymi
konstantami: E=1, p=0, ziskame ve vysledku numerické analyzy ptimo konstantu ¢ (dle
vztahu: v = ¢*E' = ¢*1™" = ¢) a dale opét vypodteme modul pruznosti E = ¢/a.

Urceni Poissonova ¢isla p jsme zalozili na hypotéze: ,,Druhy z posuvl prutu u (pfi
uvazovani dominantni kombinace krutu sohybem) je jednoduchou - linearni funkeci -
Poisonova c¢isla®.. Vypocty posuvu u(p) v obr.4 jsou provedeny s jednotkovou zatézovaci
silou F a konstantnim modulem pruznosti E (ten je uz zndm z ptedchozi analyzy posuvu v).
Charakterizovany jsou regresni piimkou, kterda je silné linearni funkci p ve
tvaru: u(p,E)= g*p +q. Konstanta q pak je zde pouze funkci modulu pruznosti E.

Krouzek zatizeny silou kolmo na
rovinu prutu podle obr.1 sméfenym

Obr.4 - Pruseeik uréuje Poissonovo ¢&islo
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nevypocital deformaci u pro p volené jinak) vyplyvd konstanta regresni pfimky g
z vypoctené deformace u vztahem: g = (u-q)/p. Poissonovo c¢islo najdeme jako prusecik
linedrni regrese experimentu s linedrni regresi vypoct: u(p,E) = (g*p +q)*F = p*F a z toho
vyplyva: p = (p-q) / g — ¢imz je material identifikovan.

Faktory ovliviiujici pFesnost metody prutového etalonu

Pii realizaci fyzikalniho experimentu na etalonovém zkusebnim krouzku je tieba sladit
presnost uzitych meéfidel s rozsahem méfené zmény délky, respektive posuvu. V grafu na
obr.¢.5 jsou zmény pruméri krouzku oznacené u,v zjistovany setinovym indikatorem a je
patrné, Ze linedrni regrese délky v ma oproti regresi délky u nizkou kvalitu zpisobenou prave
malou pfesnosti uzitého setinového posuvného métitka vzhledem ke zménam délky v, proto
kvali velké mozné chybé jsou tato data nevhodnd k dalSimu zpracovéani pro identifikaci
elastickych konstant. Krouzek mé jednoduchy tvar — primér a obdélnikovy prufez, které se
snadno a dostatecné presn¢ vyrabi 1 meéfi. Pfi manipulaci s krouzkem, nebo vlivem
zbytkovych napéti mize dojit k vyrazné zméné ovality krouzku — pii nezménéné délce
obvodu krouzku se méni jeho tvar. Uvazovali jsme dale zménu kruhu v elipsu shodné délky a
jednotlivé varianty krouzkii totozného prifezu analyzované MKP jsou pak voditkem pro
predvidani vlivu obecnéjsiho typu ovality na presnost metody ( snazime se vystihnout vliv
rozdilu mezi ideéln¢ kruhovym etalonem a jeho moznym skute¢nym — elipsovitym -tvarem ).

Na obr.6 jsou uvedeny vysledky obou uvazovanych typ posuvl u,v pro krouzek o
vnitinim poloméru R=20 mm a v dalsi varianté R=40 mm, praiez o vysce h ve sméru R a



Sitce b (na rozdil od obr.5 se zde jiz dale najedna o sledovani priméri krouzku u,v, proto jsou
posuvy jinak oznaceny). Zavedeme-li relativni posuvy vztazené k posuvim idealniho —
kruhového krouzku, dosahuji zmény zpiisobené uvazovanou ovalitou jednotek procent, viz
obr.6. Pfidame-li misto absolutni ovality ovalitu pomérnou - vztazenou k poloméru krouzku
R, 1ze z obr.7 porovnanim smérnic regresnich piimek stanovit zavislost obou posuvii:

Posuv u (zptisobeny zejména kombinaci krutu a ohybu krouzku) je polovinou v (ktery
je zde také zaroven dominantni funkci E — viz obr.2). Soucasné lze ztohoto grafu
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pomérovych hodnot, respektive smérnic regresnich piimek odecist, procentudlni zménu
ovality, kterd je prakticky shodnd s procentualni zménou posuvu v (posuv u ma pak
dvojnasobnou procentualni velikost). Proto jedno procento ovality se projevi dvéma procenty
na ptesnosti uréeni E, a pfiblizné jednim procentem na piesnosti vypoctu p.

Tato relace mezi obéma posuvy v=2*u vSak plati jenom v oblasti vys§i tuhosti
krouzku (b,h > R/10), jak dokazuji analyzy deformaci MKP v obr.8. Grafy zde jsou zavislé
na parametrech tuhosti krouzku danymi vnitinim polomérem krouzku R a prifezovym
rozmérem — Sitkou krouzku b (pfi shodném materidlu: E=200000MPa, p=0,3). Posuv u je
podstatné citlivéjS$i na namdhani v oblastech nizké tuhosti. OvSem béZzny krouzek je
v oblastech relativné malych rozmérti prifezu pro urCovani materidlovych chakteristik
prakticky nepouzitelny, protoze na ném neni mozno korektné realizovat fyzikalni
experimenty. Hrany a plochy nelze pro malé rozméry prufezu jednoznacné identifikovat
métidly v pribéhu hladinového zatézovani, proto jsou pro etalonové krouzky vhodné rozmeéry
v oblasti za prekmitem deformaci — v oblasti ustdleného poméru v/u — viz komentar v obr.8.

Napjatost charakterizovand maximalnim Misesovym redukovanym napétim na
etalonovém krouzku je uvedena v zdvislosti na tuhosti krouzku, respektive na zméné
poloméru R a Sifce priafezu b — v obr.9. U malych rozmérti prufezt je krouzek na napjatost



velmi citlivy pfi namdhani kombinaci krutu a ohybu (naméhani silou ve sméru posuvu u) a az
pfi vyssi tuhosti dochazi k pfekmitu pribéhtt a dominanci vlivu ohybového namdhani
(namahani silou ve sméru posuvu v). Za piekmitem pribeéha citlivosti ma krouzek také
vhodné rozméry pro fyzikalni pokusy. Z grafu lze také dobfe odhadnout, ze pfi shodném
prufezu odpovida podil relativnich citlivosti Misesova napéti podilu poloméri, ¢ehoz lze pti
volbé rozmért etalonového krouzku vhodné vyuzit.

OVALITA: R=20 mm a R=40 mm, h=2 mm, b=3 mm, E=200000 MPa, 1¢1=0,3 , F=1 N Obr.6
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POSUVY PRO POLOMERY KROUZKU_R=20mm a R=40mm, h=2mm, F=1N Obr.8
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Zavér
Oblast vhodnych rozméra (b,h>R/10) etalonovych krouzki miizeme testovat rychle i
prutovym vypoctovym modelem. Podle obr.10 uvazujeme dale R jako stfedni polomér
krouzku a opét b-sitku a h-vysku prifezu krouzku (rozdiln¢ od piedchozich uvah, kde R byl
vnitini polomér). Pak posuv vlze (s odchylkou do -1% od pfesnéjSiho vypoctu MKP)
FR’ [n 2}
——| ———, posuv u=v/2.
EJ 4 = 3! Obr.10

3 2
Zde J = % , odpovidajici W, = % a maximalni ohybovy

stanovit vzorcem: v, ; =

Fox FR TR . S
moment v misté sily : M, = — . Maximalni ohybové napéti |-.
Vs
pii ohybové zkousce krouzku (obr.11) pak uréime vztahem :

Oy =—2. Vpiipadé relativné vétsich prifezovych
WO
rozmérit viaci poloméru je toto ohybové napéti piimo
maximalni redukované napéti. U poddajnéjsich - subtilnéjsich
krouzkt je vyrazngjsi napjatost pii experimentu s posuvem u
(zatézovani a méteni ve sméru osy krouzku — kolmém sméru
na radialni posuv v, viz obr.1). Urovei redukovaného napéti krouzek
zde ale neptesahuje asi dvojnasobek tohoto ohybového napéti

(pti1 shodné sile a celkovém modelovani dle obr.1).

Pro konstrukce optimalnich krouzki - s rozméry vhodnymi pro fyzikalni experimenty
(b,h >R/10, b>2mm, h>2mm) se mizeme v deformacnich citlivostech i v citlivostech
krouzku na napjatost orientovat v ndvrhu uvedenymi prutovymi vypocéty. Modely MKP jsou
pro etalonové krouzky jednoduché a neni proto problém je pro identifikaci materidlovych
charakteristik libovolného pasma rozméra etalonovych krouzkl propocitat.

Tento vyzkum na téma: , Optimalizace elastickych konstant pro tenzometrické aplikace™
je podporovan grantem GACR_106/01/0958.
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