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THE NUMERICAL COMPUTATION METHOD OF SIF AND T-STRESS
COMMENSURATE WITH THE GEOMETRY OF THE ANISOTROPIC MATERIALS

METODA NUMERICKEHO VYPOCTU SIF A T-NAPETI V ZAVISLOSTI

NA GEOMETRII U ANISOTROPNICH MATERIALU
Martin Zajicek '
This paper deals with the elastic stress intensity factors (SIF) KI , KII and the nonsingular term determination
commensurate with the geometry of the model. The solution is based on the analytical stress and displacement
relations in the infinity anisotropic plate with the central sharp crack. The numerical computation of SIF
obtained from the finite element analysis using singular elements was modified in order to be used for the
anisotropic materials. Influence of the unidirectional composite material properties (AS4/3501-6 epoxy, E-

glass/LY556/HT907/DY063 epoxy) and the geometry dimension was investigated for the central notched (CN)
specimen.
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Uvod

Klasicka linearni lomova mechanika je zaloZena na pfedpokladu, ze pole napéti a deformaci
jsou v nebliz§im okoli kotfene trhliny popsana jednozna¢né jednim parametrem, tj. faktorem
intenzity napéti K, ktery zaroven fidi jeji chovéni. Byly vSak zjiStény rozdily lomového
chovani u zkuSebnich téles rlznych tvari, ptestoZze hodnoty faktor intenzity napéti byly
identické. Larsson a Carlsson [1] prokazali, Ze pole napéti téchto isotropnich téles zatiZenych
stejnou hodnotou K; je zavislé na jejich geometrii. Pro vysvétleni tohoto faktu upozornuji na
vliv prvniho nesinguldrniho ¢lenu ve Williamsoveé funkci napéti. Potom hovoifime o tzv.
dvouparametrové linearni lomové mechanice, kde chovani defektu je v nejobecnéjSim pripadé
jednozna¢né ur¢eno hodnotami faktorl intenzity napéti K;, K, Ky a hodnotou T-napéti, ktera
se projevuje pouze jako slozka napéti rovnobézna s rovinou trhliny.

Podobny vliv nesingularniho ¢lenu napéti l1ze ocekavat také u materidlli neisotropnich.
Tuto skutecnost je mozné dolozit v [2], kde bylo provedeno srovnani analytickych vyrazii pro
nap¢ti a deformace ortotropniho materidlu s numericky zjisténymi zavislostmi z MKP modelu
s centralni trhlinou. Rozdily ve slozce napéti rovnobézné s rovinou trhliny vykazovali
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obdobny charakter jak pro isotropni, tak 1 pro ortotropni materidlovy model, jestlize byly
uvazovany pouze singuldrni ¢leny v analytickych zavislostech.

VySettovani nesingularniho ¢lenu napéti anisotropnich téles je o to slozitéj$i, protoze lze
ptedpokladat jeho zéavislost nejenom na geometrii télesa, ale také na vlastnostech materialu.
Ptispévek je proto zaméten na problém urcovani velikosti faktorli intenzity napéti a T-napéti
v anisotropnich rovinnych télesech. Nejprve jsou uvedeny autorem odvozené analytické
vztahy platné pro obecny pfipad rovinného zatézovani a zptisob jejich vyuziti pro numerické
modelovani pomoci kvadratickych isoparametrickych singularnich prvki. Na konkrétnich
ptikladech jsou posléze zhodnoceny ziskané vysledky.

Pole napéti a posuvii homogenni anisotropni desky s centralni trhlinou

NiZe uvedené vztahy pro pole napéti a posuvil popisuji obecny problém rovinného zatizeni
linearng-elastické homogenni anisotropni nekone¢né desky s centralni ostrou trhlinou,
vychazi z feSeni desky s eliptickym otvorem [3], kterd je v nekone¢nu podrobena jednoosému
stavu napjatosti obecné orientovanému vuci hlavni eliptické poloose a. Pro ptipad ostré
trhliny byla potom velikost vedlejsi poloosy elipsy uvazovana v limitnim piechodu rovna
nule. Zavedenim lokalniho polarniho soufadného systému (, 8)" ve vrcholu trhliny (Obr. 1) a
rozvojem Airyho funkce napéti v okoli tohoto bodu [4] za piedpokladu r/a<1, jsou slozky
napéti
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Obr. 1 Nekonecéna deska s centralni trhlinou
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Zakladnimi neznamymi parametry vyskytujicimi se ve vztazich (1) a (2) jsou s; a s5. Ty je
mozné nalézt feSenim charakteristické rovnice

a11S4 - 2“1653 + (2(112 tag )S2 —2a,stay, =0, 3)

kde ¢leny a;; (i, j =1, 2, 6) pfedstavuji prvky symetrické materidlové matice poddajnosti pro
ptipad rovinné napjatosti nebo deformace. Koteny rovnice (3) s; a s, je moZné potom zapsat
v obecném piipad¢ (predpokladame s, # s;) ve tvaru

s, =a, tif, s, =a, +ip,. 4)

V rovnicich jsou oy, S, o, > redlné konstanty za predpokladu: B, >0 a S, > 0. Zbyvajici dva
koteny, které jsou feSenim charakteristické rovnice (3) jsou komplexné sdruzené s koteny
uvedenymi v (4). Pomoci kotent sy, 5, a prvki matice poddajnosti byly ve funkcich posuvii
definovéany dalsi parametry
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Mimo to jsou ve vztazich (1) a (2) také definovany vnitini funkce proménné € ve tvaru
F (0)=(cos® +s,sin0) "%, F,(0)=(cosf+s,sind)™">. (6)
Funkce posuvu (2) navic obsahuji ¢leny B;.,B. a C., které lze kazdy rozdélit na dalsi dva

B. =B'(c”. )+ B (ko p+7/2),
B! =B"(0”,8)+B" ko, p +7/2), (7)
cl=c"(o”. )+ C"(ka”, p+7/2).
Ty jsou potom zavislé na velikosti zatizeni a na thlu g, ktery charakterizuje smér ptisobeni
hlavnich nap&ti o” a ko™ vii¢i soufadnému systému (x, ), viz. Obr.1. Funkce B*, B* a C”*

byly definovany pro ptipad eliptického otvoru Savinem [3]. Jestlize vSak uvazujeme velikost
vedlejsi poloosy elipsy rovnu nule, je mozné funkce zjednodusit a zapsat ve tvaru
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Poslednimi parametry, které jeSté nebyly v rovnicich pro napéti a posuvy definovany, jsou
faktory intenzity napéti K;, K. Ty 1ze psat obdobné jako v ptipad€ isotropniho materialu
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Hodnoty napétio |,z v (9) a o v (1) pak stanovime pomoci transformacnich vztahi

o =0.50"[(1+k)+(1-k)cos2],
o7 =0.50"[(1+k)-(1-k)cos2], (10)
2 =0.50" (1 k)sin2.

Proved’'me nyni rozbor (1), (2) a srovnani s bézn¢ pouzivanymi vztahy pro napéti a posuvy
v okoli hrotu ostré trhliny linearné-elastického homogenniho anisotropniho materidlu. Funkce
napéti v [5] a (1) jsou identické, liSi se pouze o nesingularni ¢len v napéti oy, ktery se v [5]
nevyskytuje. U posuvii obsahuji funkce pouze &leny s mocninou ' a ty jsou identické
s Cleny pfisluSné mocniny » v rovnicich (2). Jestlize bychom nyni feSili zvlastni ptipad
zatizeni, kde thel f= /2 a materidl by vykazoval ortotropni vlastnosti ve sméru
rovnob&zném s osou trhliny, ptejdou funkce pro napéti a posuvy ve vztahy odvozené v [4].
Z provedenych srovnani vyplyva, ze hlavni rozdil je zplsoben nesingularnim ¢lenem ve
funkci napéti oy, ktery se rovnéz projevuje v posuvech.



V ptipadé téhoz vypoctu, kde ovSem uvazujeme isotropni material, je nesingularni clen
napéti oy, v podobném tvaru [6]. Neprojevi se zde vSak vliv materidlovych vlastnosti, tj.
Re[sis2] =1 a Re[s;+s2] =0. U isotropnich materiald se pro nesingularni ¢len napéti zazil
pojem T-napéti. Proto vzhledem k formalni podobnosti u isotropnich a anisotropnich
materidl nazvéme i nesingularni ¢len v (1) T-napéti. Ten vzhledem k linearnosti feSeni a
tudiz moznosti superpozice jednotlivych zatizeni déale rozloZme na tii Casti podle toho, jaké
vnéjsi zatizeni je zpiisobuje

T:iRe[slsz]+&Re[Sl+Sz]+<7; =T, +T, +o .. (11)

N ma N ma
Prvni ¢len vznika vlivem tzv. 1. modu zatizeni, druhy vlivem II. modu zatizeni a tieti ¢len
diky napéti ptsobicimu rovnobézné s trhlinou. Lze ukazat [7], ze pro ptipad ortotropniho
materialu, kde a6 = a6 =0 a plati-li nerovnost (2ajo+ aes)/(2ar1) > (azzlan)l/ 2 jsou realné Casti
kotenil (4) nulové. Pak 1 v ptipadé zatizeni desky s trhlinou modem II je vzdy 77, = 0.

Zpisob numerického stanoveni lomovych parametri

Chceme-li stanovit hodnoty lomovych parametra (K;, K;; a T-napéti) nekonecné homogenni,
obecné anisotropni, rovinné desky, lze tak ucinit pfimo pouzitim analytickych vztaht (9) a
(11). Otazkou vsak je, jak se zméni tyto parametry u télesa s konecnou geometrii. U
zkuSebnich téles vyrobenych zisotropnich materiali jsou jednotlivé lomové parametry
nasobeny bezrozmérnymi koeficienty (pro faktory intenzity napéti to jsou tzv. tvarové funkce
Y [8] a pro T-napéti [6] tzv. faktor biaxiality), které jsou funkcemi tvaru. U anisotropnich téles
1ze proto piedpokladat zavislosti podobného typu. Zde vSak kromé geometrie budou mit vliv 1
materidlové vlastnosti, jak bylo prokdzadno numerickym modelovanim SEN zkuSebniho
vzorku z ortotropniho vrstveného laminatu [7].

Uvazujme nyni homogenni anisotropni téleso s centralni trhlinou s koneénymi rozméry
(CN zkuSebni vzorek). Pak v souladu se zptisobem vypoctu u isotropnich téles definujme

K, =Yo,Nm, K,=Y,r m, (12)

kde Y; a Yy jsou bezrozmérné tvarové-materialové funkce. Déle pro hodnoty T-napéti 77 a Ty
definujme faktory biaxiality napé&ti B; a By ve tvaru

T, T,Nma

B, = , B, = . (13)
1 KI 1 K”

Tyto funkce jsou opét zavislé na geometrii a materialu. Srovnanim rovnic (11) a (13) pro
nekonecné teleso zjistime, ze pro faktory biaxiality napéti plati: B; = Re[sis2], By = Re[s;+s2].
Pro vypoCty K;, Ky, T byla zvolena metoda posunutych uzlovych bodi, kterda umoziuje
stanoveni vSech tfi parametr soucasné.

Metoda posunutych uzlovych bodi

Metoda je zaloZena na numerickém MKP vypoctu posuvil uzli prvka na hrotu trhliny, Obr. 2.
Pfi feSeni je nutné pouzit kvadratické isoparametrické prvky. Provedeme-li posun uzli do
¢tvrtiny délky prvku, miZzeme na hrané psat pro funkce posuvu i-tého elementu [9]

iu(r) = \/lz[—?)iu] ~'u, +4"1,t3:|+l£[2"u1 +2'u, —4iu3]+ [iull, (14)
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Obr. 2 Kvadratické prvky v okoli hrotu trhliny

kde v souladu s Obr.2 jsou ‘uy, ‘us, 'us (i =1, 2, 3 pro jednotlivé prvky) posuvy uzlovych bodii
ve sméru osy rovnobézné€ s rovinou trhliny (tj. #=0°) a [ je de¢lka hrany vrcholového
elementu. Identickou zavislost dostaneme pro posuvy ‘v(r) ve sméru osy kolmé, zaménime-li
symboly posuvl uzlll u za v. Velikosti lomovych parametri K;, Ky a T-napéti pak ziskame
srovnanim pfisluSnych mocnin 7 u analytickych vztahi se vztahy (14).

Metoda modifikovana pro anisotropni materialy

ProtoZe rovnice posuvi anisotropniho materidlu v okoli hrotu trhliny jsou jiné nez v piipadé
isotropniho materidlu, je nutné upravit rovnice (2). Jako vhodné se ukazuje provadet vypocet
parametra z posuvl pied nebo za hrotem trhliny. Dosad'me do rovnic (2) za thel 8=0 a po
upravach dostaneme

2 2
u(r,O) = \/;KI (alz —a Re[slsz]) + \/;KH (alé —a Re[sl + Sz])
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Ze vztaht (15) vyplyva, ze zatimco ve funkci posuvu u lze separovat vSechny tfi hledané
parametry, ve funkci posuvu v se nepodafilo jednoznacné vyjadfit vliv T-napéti. Obdobnym
zptisobem vyjadiime posuvy z analytickych funkci i pro dal§i dvé hodnoty uhlt 6=-7 a
0= . 1 zde je mozné nalézt prispévek T-napéti na posuvy u. Ve slozkach posuvil v se rovnéz
nepodafilo nalézt jednoznac¢nou zavislost na T-napéti. Proto byl pro vypocet zvolen
nasledujici postup: hodnoty faktorii intenzity napéti K; a Kj; jsou pocitany soucasné z posuvil
u a v, zatimco hodnota T-napéti je pocitdna pouze z posuvu u. Srovnadnim c¢leni s mocninou

" ve (14) a (15) dostavame pro vypodet K; a K;; pred hrotem trhliny soustavu
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Podminkou feSitelnosti je, aby determinant matice byl rizny od nuly. Srovnanim c¢lent s
mocninou 7 potom dostaneme rovnici pro vypocet T-nap&ti

T=—2 (u+u, 2'u,). (17)
al,

Nevyhodou tohoto feSeni je, Ze nelze separovat jednotlivé slozky nesingularniho ¢lenu napéti.
Budeme-li provadét vypocet parametri z posuvl prvku ¢.2 (Obr. 2), pouzijeme upravenych
analytickych vztahii (2) pro &= 7 a po srovnani pfislusnych mocnin parametru » dostaneme

1 1 +
a m[jlsjl ap m[sl 152] K [x —32141—2142 +42u3 s
—ay Im{ ] 2} —day Im{_} K, 21, | =3%v,=%v, +4%v, ’

S18, §15,

kde %u; a *v; pro i =1, 2, 3 jsou posuvy v uzlech elementu 2. Opé&t musi byt splnéna podminka
nenulovosti determinantu matice. Pro vypocet hodnoty tietiho parametru Ize odvodit rovnici
2

T= (—zul—zu2 +22u3). (19)
a,l

e

Stanoveni parametri lze provézt také ze znalosti posuvli v uzlovych bodech elementu 3.
V tom piipadé postacuje vynasobit levou stranu rovnice (18) konstantou —1 a zamé&nit vSude
v rovnicich (18) a (19) posuvy uzlovych bodi *u;, *v; uzlovymi posuvy *u; a *v;, kde i =1, 2, 3.

Kromé vypocti hodnot faktori intenzity napéti z jednotlivych prvkli miZeme v souladu
s [10] pocitat hodnoty také z relativnich posuvl. Definujme relativni posuvy na volném

povrchu trhliny ve tvaru
Up (I’,ﬂ') _ u(r,ﬂ)—u(r,—ﬂ-)
|:VR (F,ﬂ'):| _|:V(V,7Z')—v(r,—7z'):|. (20)

Pak aplikaci s dfive uvedenym postupem lze sestavit obdobnou soustavu rovnic (18)

ap Im[slsz] ap Im[sl +S2] K, T |~y + 4y,
5+, 1 Y e ) (2D
—ay Im —ay Im S5 K, 2, | =Vgy T4V
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kde ugi=Cu~"u)2 a vg:=(v—v)/2 pro i=2, 3. Hodnotu nesingularniho &lenu naopak
vypocteme ze stfednich hodnot posuvli prvkl 2 a 3 na volném povrchu trhliny. Pro stfedni
hodnotu posuvu u definujme

Ug (r,;r) = %[u(r,;r) + u(r,—zr)]. (22)

Upravami analytického vztahu (2) podle (22), dosazenim a zavedenim ug; = (2u,~+3ui)/2, kde
i=1, 2,3, dostdvame konec¢ny tvar rovnice pro T-napéti

2

a,l

r= (_ Ug) —Ugy +2”53)' (23)

V zadném z uvedenych postupli se nepodafilo rozdélit hodnotu T-napéti do slozek, jak je
uvedeno v (11). V ptipad€ znalosti zatizeni rovnobézného s trhlinou lze hodnotu o, oddélit a
hledat pouze velikosti 77 a Ty Z uvedenych postupti je vSak nelze vypocitat soucasné.



Vypoctové modely

Pro ovéfeni platnosti analytickych vztahii pro nekonecnou desku a zjiStovani vlivu geometrie
a materialovych vlastnosti na parametry K;, K;; a T-napéti v pfipadé konecnych rozméri, byl
proveden pomoci MKP vypocet télesa s centralni trhlinou, tzv. CN vzorek (obr.3). Jako
charakteristicky parametr vypoctu byla zvolena délka trhliny 2a =20mm. Z praktickych
divodi neni moZzné modelovat nekonecné téleso a je nutné hledat takové rozméry vné&jsi
hranice, kde jsou vlivy geometrie a materidlu dostate¢né potlaceny. Protoze s volbou rozméra
téles z anisotropnich materiali nebyla zadnd zkuSenost, bylo v prvém kroku ptihlédnuto
k modelovani obdobnych problémil u isotropnich materiala. U isotropniho télesa konecnych
rozmérl s centralni trhlinou jsou faktory intenzity napéti nasobeny bezrozmérnymi faktory
(YDiso(a/W, LIW), (Yinso (a/W, LIW) viz [8], které zavisi na polovi¢ni Sifce vzorku W,
polovi¢ni délce L a poloviéni délce trhliny a. Aby faktory (Y7)iso a (Yz)iso nebyly ovlivnény
délkou L, udava [8] podminku L > 3W. Pfi splnéni podminky jsou pak faktory zavislé pouze
na pomeru a/W

(7))o = (¥ ) o =[1-0.025(a /W) +0.06(a/W)*1\/sec(0.52a /W) (24)

pro piipad CN vzorku. Snahou je, aby pro zvolenou délku trhliny ptiblizné platilo (¥;)so = 1,
(Ymiso = 1. Navrzenim poméru a/W=0.1 (W=100mm) a dosazenim do (24) dostavame:
(YDiso = (Yn)iso = 1.006. Pro zjistovani zéavislosti vlivu geometrie a materialu byly poté
zvoleny dalsi poméry délky trhliny a sitky télesa a/W = {0.3, 0.5, 0.6}. Délka vzorku byla ve
vSech ptipadech ponechana stejna 2L = 600mm.

Modely kone¢nych prvka byly vytvofeny a pocitdny pomoci vypoctového softwaru
MENTAT-MARC. Sité prvki byly tvoteny osmiuzlovymi QUAD 8 PLANE STRAIN 27 a
Sestiuzlovymi TRIA 6 PLANE STRAIN 125 isoparametrickymi kvadratickymi elementy.
V hrotu trhliny byly pouzity kolapsové prvky typu QUAD 8 PLANE STRAIN 27
s posunutymi uzly do ¢tvrtiny délky hrany prvku Obr. 2 a se ztotoZznénymi sousednimi uzly ve
vrcholu. Prvky jsou symetrické a rovnomérné rozlozené (pouzito celkem 24 elementti) kolem
hrotu trhliny. Celkova sit’” elementl byla vytvofena tak, ze model s Sitkou a/W = 0.6 tvofil
zaklad pro vSechny ostatni z divodu eliminace piipadnych vlivli tvaru jednotlivych prvki na
dosazené vysledky. Model s Sitkou a/W = 0.6 obsahoval celkem 2040 elementii a 6152 uzla.
Ostatni modely potom: a/W = 0.5 (2224 elementt a 6688 uzll); /W= 0.3 (2560 elementl a
7692 uzlt); a/W=0.1 (3080 elementti a 9272 uzlt). Ulohy byly feSeny pouze pro ptipad
rovinné deformace.

Zatizeni bylo zvoleno jednotné pro vSechny vypoctové b o b
modely ¢ = 10MPa. To bylo posléze transformovano na g =4
napéti o, o, a 7. vsouladu se vztahy (10). Byl A

p ) yy y N ) oy yy \/E”,vu ///// 0;;
modelovany dva typy zatiZzeni pro f=90°, k=0 a pro - Py >
P=45° k=-1. Prvni pfipad simuluje namahani télesa = el i

2a _

prvnim modem a druhy pfipad druhym modem zatizeni. <
Okrajové podminky respektuji model na Obr.3. Zatizeni

2
0 : 4 . (N4 w7 ’ W < [ b >
o, Je definovano jako spojit¢ napéti na horni hrané, L
~ar o0 v 4 /4 r o0
napéti o potom nabocnich hranich a smykové 7 na C oy oy
vSech hranach modelu na Obr.2. Na dolni hrané je zadana Obr.3 Vypoctovy model

kinematicka okrajova podminka do vsSech uzll sit¢ v=0



(posuv ve sméru osy y) a do levého dolniho uzlu sité je definovana okrajovd podminka u =0
(posuv ve sméru osy x). V obou piipadech zatizeni mody I a II je okrajova podminka pro

napéti o =0.

Pro analyzu byly pouzity dva druhy vlaknovych ortotropnich kompozitnich materiala [11]
AS4/3501-6 epoxy, E-glass/LY556/HT907/DY063 epoxy. Prvni z uvedenych materiadli ma
vyrazné rozdilné (vice nez desetindsobné¢) hodnoty moduld pruznosti £, a E»,, u druhého je
pomér mensi (pouze trojnasobny). Experimentalné zjisténé mechanické parametry materialti
jsou nasledujici: AS4/3501-6 epoxy (E1;=126[GPa], E» =11[GPa], G,=6.6[GPa],
v, =0.28, 13 =0.4);  E-glass/LY556/HT907/DY063  epoxy  (Ey; =53.48[GPa],
E»n=17.7[GPa], G,=5.83[GPa], v1,=0.278, 13=0.4). Oba tyto materidly vykazuji
v rovin€é kolmé na vldkna quasi-isotropni mechanické vlastnosti. Proto lze predpokladat, Ze
E» = E33 a vip = vi3. Zbyvajici velikosti Poissonovych ¢isel vypocitame z Maxwellova vztahu
vj/Eii= vi/E;. Aby bylo mozné vypocitat hodnoty jednotlivych prvk(i materidlové matice
poddajnosti pro piipad rovinné deformace v souradném systému (x, y), Obr. 2 a Obr. 3, ze
znamych mechanickych parametrti, je nutné pouzit transformacni vztah

a; dp A (1 —VizVa )Eﬂl - (Vlz ViV, )Eﬂl 0
Ay Ay |= TcT (1 —VnVy )E2721 0 T,, (25)
sym Qg sym G,

kde T, =[[m* n> —mn]'[n> m® mn]'[2mn —2mn m’—n>]"] je matice pootoceni
a m=cosa, n=sina. Uhel « svird osa x s osou hlavni roviny ortotropie materidlu, Obr. 2 a

Obr. 3. Pro dosazeni rtiznych vlastnosti byly pro kazdy material feSeny tfi uhly natoceni
a=1{0°,25° 60°}.

Vysledky a hodnoceni

Vzhledem k tomu, Ze ve vztazich (17), (19), (23) pro numericky vypocet T-napéti neni mozné
separovat jeho jednotlivé ¢leny 77 a Ty, byl zvolen nasledujici postup vypoctu: misto
kombinovaného zptlisobu zatizeni feSime zvlast pifipad prvniho a druhého modu. Podle
rovnice (11) pak pocitdme pouze slozky T-napéti odpovidajici danému modu zatiZeni I a II.
Zaroven muzeme vySetiovat vliv geometrie a materidlu na jednotlivé slozky napéti 77 a 7.
V ptipadé vypoctu hodnot faktorti intenzity napéti K; a Kj; a jejich zavislosti na geometrii a
materidlu je situace jednodussi. Tyto hodnoty miizeme jednozna¢né vypocitat i v piipadé
kombinovaného naméhani télesa. PostaCujici podminkou feSitelnosti je, aby determinanty
matic v rovnicich (16), (18), (21) byly rizné od nuly.

Pti vypoctech byla snaha eliminovat vliv numerickych chyb zptsobenych velikosti prvki
na hrotu trhliny. Proto podobn¢ jako v [10] pro isotropni material byla provedena jednoducha
analyza vlivu velikosti prvku na ptesnost feSeni. Jako kritérium byla brana relativni chyba
mezi numericky a analyticky vypocCtenymi hodnotami faktord intenzity napéti
100X[(K))Nnum/(Ki)anar—1] pro i=LI a T-napéti 100X[(T)num/(T)anar—1] v nekonecném
télese, tj. model s Sitkou danou pomérem a/W=0.1. Byly zvoleny &tyfi velikosti prvki
l,=1{0.01a, 0.05a, 0.10a, 0.15a} okolo hrotu trhliny. Prvni analyza prob&hla pro ptipad
prvniho modu zatiZeni a orientaci vlaken = 0°. Pfi vypoctech byly sledovany pouze chyby u
K; a T. Nejvétsich chyb 100%[(K)num/(K7)anar—1] bylo dosazeno pro prvek velikosti 0.15a
okolo 2.7% (material AS4/3501-6 epoxy). Pro nejmensi prvek 0.01a byla pak chyba pouze
0.7%. U materidlu E-glass/LY556/HT907/DY063 epoxy byly relativni chyby v obou
pripadech jesté¢ mensi. Chyba T byla opét nejvétsi pro 0.15a a material AS4/3501-6 epoxy.
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Obr. 4 Analytické zavislosti (a) 77 napéti, (b) 7y napéti na Ghlu « pro materidly: E-glass/
LY556/HT907/DY 063 epoxy (material 1), AS4/3501-6 epoxy (material 2)

Jeji velikost byla -13%. Pro nejmensi prvek pak byla u sledovanych materiali okolo -2%.
Druhé analyza probéhla pro pfipad druhého modu zatiZeni a orientace vlaken a=25°. Zde
byly sledovany pouze chyby u K;; a T. Chyba faktoru intenzity napéti se pro oba materialy
pohybovala v rozmezi od —0.3% (pro prvek velikosti 0.15a) do 1% (u velikosti prvku 0.01a).
Poznamenejme pouze, Ze zatimco pro a=0° byly hodnoty Kj vypoctené analyticky i
numericky rovny 0, pro &= 25° byly numericky vypoctené hodnoty K; nenulové na rozdil od
analytické hodnoty. Na zédklad¢ provedené analyzy byl pro vypolty zvolen nejmensi prvek v
okoli kotene trhliny /, = 0.01a.

Uhly a={0°, 25°, 60°} nebyly pro vypolty zvoleny zcela nihodn&. Rozborem
analytickych vztahti napéti 77 a Tj; v zavislosti na orientaci hlavnich os ortotropie materiala
(Obr. 4) bylo zjisténo, ze funkce T)( @) jsou pro oba materialy v celém intervalu o= (0°,90°)
zaporné a monotdénné rostouci se zvétSujicim se hlem a. Funkce Tj(@) jsou pro a=0° a
a=90° rovny nule. Kromé toho u E-glass/LY556/HT907/DY063 epoxy materidlu 7;; méni
znaménko ze zapornych na kladné hodnoty, Obr. 4. Vybérem thli 25° a 60° je tak zarucen
vypocet kladné i zéporné hodnoty 7 napéti u tohoto materidlu. Volbou thlu a=0° je
modelovan zvlastni pfipad, pifi némZz jsou vldkna kompozitnich materidlli rovnobézna
s rovinou trhliny a materialy vykazuji ortotropni chovani v soufadném systému trhliny.

Analyticky vypoctené hodnoty K pro nekonecnd télesa podle vztah (9) jsou v obou
piipadech zatizeni mody 1 a II stejnd, K;=Ky=1.7725-10°Nm™2 V Tab.l a Tab.2 jsou
uvedeny numericky stanovené faktory intenzity napéti K pro materidl AS4/3501-6 epoxy.
Hodnoty Kj;, Kj byly pocitdny z posuvll prvku pied hrotem trhliny (Prvek 1), z posuvil
horniho a dolniho prvku na volném povrchu trhliny (Prvek 2 a Prvek 3) a z relativnich posuvil
prvki 2 a 3 (Prvky 2,3), Obr. 2. Nejvétsi rozptyl v dosazenych vysledcich je patrny u druhého
a tretiho prvku. Z relativnich posuvii druhého a tfetiho prvku pak dostavame stfedni hodnotu
(Prvky 2,3), viz Tab. 1 a Tab. 2. Pro pfipad zatizeni modem I (Tab. 1) by mély byt vSechny
hodnoty Kj; rovny nule. Tomu odpovidaji pouze nékteré vysledky pro o= 0° pocitané pro
(Prvek 1) a (Prvky 2,3). V ostatnich ptipadech tomu tak neni a hodnoty Kj; nartistaji s rostouci
hodnotou poméru a/W. Nejvétsi hodnoty relativnich pomérti K;/K; jsou okolo 10% pro
poméry a/W=0.5 a a/W=0.6. Zdivodnéni lze spatfovat v numerice. Sledujme napéti z,
v roving trhliny, které je podle analytickych vztahl (1) (mod zatiZeni I a K;; = 0) vSude rovno
0. Vezméme ptiklad numerického modelu (a=0°, a/W=0.1, f=90°, k=0), kde pomér



7w/o” v uzlu vrcholu trhliny je roven —0.4- 10 a ve vzdalenosti I, pied hrotem trhliny je roven
—0.09-10°°. Ve v&tsi vzdalenosti je hodnota 7, rovna 0. Jako druhy piiklad vezméme model
(a=60°, a/W=0.1, #=90° k=0). V hrotovém uzlu je pomér z,/0" = 5.3 a ve vzdalenosti /,
je 7y/o~ =0.3. Dale od hrotu trhliny je hodnota poméru z,/c” asi 0.05. Uvedené ptiklady
ukazuji, ze vliv na pfesnost numerického vypoctu méa mira anisotropnosti materidlové matice
tuhosti (poddajnosti). Proto nenulové hodnoty Kj; je mozné brat jako jisty projev numerickych
chyb. Podobné skute¢nosti 1ze pozorovat také v Tab. 2, kde by naproti tomu mély byt nulové
vSechny hodnoty faktoru intenzity napéti K;. To je splnéno pouze pro orientaci vlaken o= 0°
(Prvek 1) a (Prvky 2,3). Maximalni pomérna chyba K/Kj; byla zjisténa 18.2% pro piipad
(a=060°, a/W=0.6). V ptipad¢ materialu E-glass/LY556/HT907/DY 063 epoxy byly pomérné
chyby K;/K; a K/Kj;y mensi. To je pravdépodobné zplisobeno mensim vlivem neisotropnosti
materidlu (£,1/E2; = 3) nez u materidlu AS4/3501-6 epoxy.

W Prvek 1 Prvky 2,3 Prvek 2 Prvek 3
a « Kx10°  Kpx10° Kx10°  Kux10°  Kx10°  K,x10°  Kx10°  K;x10°
0.1 1.7846 0.0 1.7844 0.0 1.7828  0.0042  1.7859  -0.0042
0.3 1.8619 0.0 1.8605 0.0 1.8590  0.0044  1.8620  -0.0044
0.5 2.0556 0.0 2.0539 0.0 2.0524  0.0048  2.0555  -0.0048
0.6 2.2335 0.0 2.2329 0.0 22324 0.0054 22334  -0.0054
25 0.1 1.7867  -0.0059  1.7907  0.0084  1.7908  0.0108 1.7905  0.0060
0.3 19113  0.0702 19156  0.0686  1.9181 0.0730 19132  0.0643
0.5 2.1927  0.1697  2.1987  0.1788 22026  0.1839  2.1949  0.1738
0.6 24320 02574 24387  0.2539 24407 02568 24366  0.2509
60 0.1 1.7843  -0.0058  1.7996  0.0082  1.7997  0.0101 1.7995  0.0063
0.3 1.9774  0.0585 1.9817  0.0621 1.9800  0.0628 1.9834  0.0615
0.5 23460  0.1463 23647  0.1593 23675  0.1640 23618  0.1545
0.6 26502 02340  2.6685  0.2241  2.6667 02228  2.6703  0.2253

Tab. 1 Faktory intenzity napéti K [Nm™"], mod zatiZeni I, material AS4/3501-6 epoxy

W Prvek 1 Prvky 2,3 Prvek 2 Prvek 3
a « Kx10°  Kpx10°  Kx10° Kpx10° Kx10°  K,x10° Kx10°  K;x10°
0.1 0.0 1.7745 0.0 1.7836  -0.0006  1.7836  0.0006 1.7836
0.3 0.0 1.8602 0.0 1.8700  -0.0007  1.8764  0.0007 1.8636
0.5 0.0 2.0710 0.0 2.0878  -0.0007  2.0878  0.0007  2.0878
0.6 0.0 2.2586 0.0 22767  -0.0007  2.2831  0.0007  2.2703
25 0.1 0.0234  1.7849  0.0072 1.7978  0.0098 1.8075  0.0045 1.7882
0.3 0.0585 1.9382  0.0498 1.9473  0.0505 1.9500  0.0490 1.9445
0.5 0.1638 22933  0.1613 23057  0.1618 23083  0.1607  2.3030
0.6 02691  2.5888  0.2605  2.6069 02626  2.6140  0.2583  2.6000
60 0.1 0.0117 1.7785  0.0140  1.7928  0.0181 1.7980  0.0098 1.7876
0.3 0.0878 1.9014  0.0832 1.9208  0.0829 1.9238  0.0836 1.9178
0.5 02516 22173 02725 22300 02725 22300  0.2725  2.2300
0.6 0.4505 24747 04438 24950  0.4403 24963  0.4472  2.4938

Tab. 2 Faktory intenzity nap&ti K [Nm™'*], mod zatiZeni II, material AS4/3501-6 epoxy
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Obr. 5 Tvarové-materidlové soucinitele Y7 a Yy; (a) (b) material E-glass/LY556/HT907/DY 063
epoxy, (c¢) (d) materidl AS4/3501-6 epoxy

Grafy na Obr. 5 zndzoriuji hodnoty soucinitelti Y; a Yy, které byly vypocitany z definice,
viz rovnice (12). Jako vypoctova hodnota piislusného K; a Kj; byl bran aritmeticky primeér
vypocitany z posuvil pred hrotem trhliny (Prvek 1) a relativnich posuvi (Prvky 2,3). Nejvétsi
vliv geometrie a materidlu se projevil v pfipadé a=60°, material AS4/3501-6 epoxy,
v narastu az o 150% (a/W = 0.6) vici nekonecnému telesu (a/W=0). V [7] bylo provedeno
rozdéleni celkového tvarového soucinitele Y; (ortotropni materidl, SEN zkuSebni vzorek) na
cast (Y)so a (Y)ort zpusobem: Y;= (Y7)iso-(¥Y7)ort. Podobna tivaha byla pouzita i zde. Na
Obr. 6 jsou vykresleny soulinitele tvaru a materialu Y; , Y; vztazené vaci isotropnim
soucinitelim (Y7o a (Yn)iso. Hodnoty isotropnich faktort byly vypocteny z rovnice (24).
Nejvice se vliv materidlu projevil u AS4/3501-6 epoxy (a= 60°, a/W = 0.6), Y/(Y))iso = 1.15.

V Tab. 3 a Tab. 4 jsou uvedeny hodnoty T-napéti. Jejich vypocet byl proveden pomoci
vztahii (17) (Prvek 1), (19) (Prvek 2) a modifikaci vztahu (19) pro tfeti prvek (Prvek 3), Obr.
2. Ze sttednich hodnot posuvti uzli prvki 2 a 3 (Prvky 2,3) byl pak proveden vypocet podle
rovnice (23). Analyzou vysledkil z tabulek Tab. 3 a Tab. 4 bylo zji$téno, Ze tyto hodnoty T’
jsou opét aritmetickym primérem, podobné jako tomu bylo pifi stanoveni K hodnot,
vypoctenych T-napéti zvIast’ z posuvt prvka 2 (Prvek 2) a 3 (Prvek 3). Ve vSech ptipadech
(f=90°, £=0) byl ucinén ptredpoklad, ze T-napéti je pfimo rovno 7; a podobné pro



v (VI)ISD [l

T (VH)ISU [

f=90° k=0

= g=0°
gl @150 a
18 o= 600
11F
o
1.05] -
. <
=
b:'-«
1t
3
0.95F 1
09 0.1 02 03 04 04 06 09 0.1 02 03 04 04 06
al W] al W]
=450, k=1 =450, k=1
12 . ; . . 12 . ; . .
= g=0° = g=0°
i - g=25° b i - g=25° d
Ul g=60° Ul g=60°
11F _
0
@
1,05}
S
T
1 |l ™
3
0.95F 0.95F
09 0.1 02 03 04 04 06 09 0.1 02 03 04 04 06

alw (-] alw (-]

Obr. 6 Zavislosti Y/(Y)iso, Yi/(Yi)iso; (2) (b) materidl E-glass/LYS556/HT907/DY 063 epoxy,
(c) (d) material AS4/3501-6 epoxy

T/o”
a a/W L=90° k=0 p=45%k=-1
Prvek 1 Prvky23 Prvek2 Prvek3  Prvekl Prvky2,3 Prvek2  Prvek3
0 0.1 -1.577 -1.581 -1.581 -1.581 0.0 0.0 0.220 -0.220
0.3 -1.683 -1.670 -1.670 -1.670 0.0 0.0 0.220 -0.220
0.5 -1.957 -1.942 -1.942 -1.942 0.0 0.110 0.329 -0.110
0.6 -2.245 -2.225 -2.225 -2.225 0.0 0.110 0.329 -0.110
25 0.1 -1.152 -1.162 -1.179 -1.145 -0.923 -0.896 -0.760 -1.032
0.3 -1.238 -1.246 -1.265 -1.227 -0.923 -0.950 -0.814 -1.086
0.5 -1.471 -1.477 -1.504 -1.450 -1.086 -1.059 -0.869 -1.249
0.6 -1.705 -1.721 -1.765 -1.678 -1.194 -1.167 -1.032 -1.303
60 0.1 -0.803 -0.821 -0.838 -0.803 0.140 0.122 0.210 0.035
0.3 -0.908 -0.856 -0.873 -0.838 0.105 0.122 0.244 0.0
0.5 -0.978 -1.065 -1.083 -1.048 0.140 0.087 0.210 -0.035
0.6 -1.187 -1.222 -1.257 -1.187 0.105 0.157 0.279 0.035

Tab. 3 Vypoctené hodnoty T-napéti pro material E-glass/LY556/HT907/DY063 epoxy



T/c”

a aW L=90° k=0 P=45°k=-1
Prvek 1 Prvky2,3 Prvek2 Prvek3 Prvekl Prvky23 Prvek2  Prvek3
0 0.1 -3.106 -2.994 -2.994 -2.994 0.0 0.0 0.254 -0.254
0.3 -3.296 -3.174 -3.174 -3.174 0.0 0.254 0.507 0.003
0.5 -3.819 -3.694 -3.694 -3.694 0.0 0.0 0.507 -0.507
0.6 -4.369 -4.230 -4.230 -4.230 0.0 0.254 0.761 -0.254
25 0.1 -1.142 -1.149 -1.204 -1.094 -1.514 -1.342 -1.170 -1.514
0.3 -1.273 -1.269 -1.328 -1.211 -1.514 -1.445 -1.376 -1.514
0.5 -1.555 -1.569 -1.658 -1.479 -1.651 -1.651 -1.514 -1.789
0.6 -1.809 -1.847 -1.988 -1.706 -1.926 -1.823 -1.651 -1.995
60 0.1 -0.481 -0.495 -0.509 -0.481 -0.226 -0.198 -0.113 -0.283
0.3 -0.566 -0.566 -0.594 -0.538 -0.255 -0.212 -0.141 -0.283
0.5 -0.651 -0.651 -0.679 -0.622 -0.255 -0.283 -0.170 -0.396
0.6 -0.764 -0.806 -0.849 -0.764 -0.368 -0.311 -0.198 -0.424
Tab. 4 Vypoctené hodnoty T-napéti pro material AS4/3501-6 epoxy
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Obr. 7 Faktory biaxiality B; a By; (a) (b) material E-glass/LY556/HT907/DY 063 epoxy, (c) (d)

material AS4/3501-6 epoxy



ptipady (f=45°, k=-1), ze plati T = Ty. Tento zavér byl ucinén po analyze vysledkti v Tab. 1
a Tab. 2, kde pro dany mod zatiZzeni pfevazuji hodnoty piislusSného faktoru intenzity napéti K.
Vypoctené hodnoty pro zbyvajici mod lze zanedbat. V ptipadech uvazovani nekonecného
télesa byla nalezena velmi dobréa shoda mezi analyticky a numericky (a/W = 0.1) stanovenymi
hodnotami. Na Obr. 7 jsou vykresleny zavislosti faktori biaxiality B; a By po€itané na zakladé
definic v rovnicich (13). Jako vstupni hodnoty K;, Ky, 17, Ty pro vypocty byly pouzity stfedni
hodnoty z posuvl pied hrotem trhliny (Prvek 1) a relativnich respektive stfednich hodnot
posuvi (Prvky 2,3). Z grafti je vidét, ze rozhodujici vliv na velikost faktort biaxiality ve
vSech zkoumanych piipadech mély materidlové vlastnosti, které se projevuji i u nekonecnych
téles, tj. pro poméry a/W=0, kde B;=Re[s152] a By=Re[sits,]. Nejveétsi zmeéna faktoru
biaxiality (B;) v zavislosti na rozmérech téles byla pozorovéana v piipadé (f=90°, k=0,
a=0°), Obr. 7, kde pomémd zména Bia/W=0.6)/B{a/W=0) ¢inila 110%. V nékterych
piipadech se zifeymé projevila také kumulace numerickych chyb z pfedchozich vypocth Ka T’
(patrné zejména u vypoctenych bodi = 0°, Obr. 7d).

Zavér

Tato prace je zaméfena na analyzu vlivu geometrie a materidlu na pole napéti a posuvil
v okoli hrotu ostré trhliny v obecné anisotropnim linedrné-elastickém rovinném télese.
Diivodem, pro€ je potfebné provadet takovéto rozbory, je mozna souvislost mezi velikosti K a
T a velikosti lomové houZevnatosti kompozitnich materidl, kterd se neméni pouze vlivem
geometrie, ale také vlivem materidlovych vlastnosti, naptiklad vlivem orientace vlaken
ortotropniho kompozitu vi¢i roviné trhliny. Jsou zde uvedeny autorem odvozené vztahy
napéti a posuvll vcetné¢ nesingularniho Clenu v téchto funkcich. Uvedené vztahy maji
omezenou platnost, protoze byly odvozeny pro piipady nekonec¢né rovinné desky obecné
zatizené rovinnou napjatosti. Pro zjisténi lomovych parametrti K;, K;; a T-napéti kone¢nych
téles byl navrzen numericky zplisob vypoctu metodou vyuzivajici vlastnosti singularnich
kvadratickych prvk. Ve shod€¢ s pouzivanymi parametry u isotropnich materiald byly
zavedeny soucinitele charakterizujici vliv zmény geometrie a vlastnosti materialti na K a nové
byly definovany dva faktory biaxiality B; a By pro T-napéti. U dvou konkrétné vybranych
ortotropnich kompozitnich materidl byly zkoumény vlivy geometrie a materiali na CN
zkuSebnich télesech. Byla nalezena velmi dobra shoda analytickych a numerickych (model
nekonecného télesa) vysledkit K 1 7. Tim byla u téchto materiald soucasné ovétrena platnost
analytickych vztahl. Z provedenych analyz vlivii geometrie a materidlu a srovnanim
s obdobnymi vztahy pro isotropni materidly bylo zjiSténo, ze zatimco u K byl pozorovan
prevladajici vliv geometrie, u faktorii biaxiality to byl vliv materialu. Pro u€inéni obecnéjSich
zaveérh je vsak tfeba provést ovétreni u vice druhii materidll a typt zkusebnich vzorki.

Tento ptispevek byl feSen v ramci vyzkumného zaméru MSM 235200003.
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