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PRISPEVOK K ANALYZE KUMULACIE UNAVOVEHO POSKODENIA
PRI VIACOSOVOM NAMAHANI

CONTRIBUTION TO CUMULATIVE DAMAGE ANALYSIS
FOR MULTIAXIAL LOADING

Milan SAGA, Vladimir DEKYS, Milan ZMINDAK, Jan MAZUR, Roman KOCUR!

Abstrakt

Clanok je venovany implementacii procesu optimalizacie do multiaxidlnej rainflow
analyzy a vypoctu kumulativneho poSkodenia. Je prezentovany program FEA FAT kompilovany
do MATLABu. Analyza napéitosti je realizovana metodou konecnych prvkov a kumulativne
poskodenie je pocitané vyuzitim dvoch zékladnych sposobov — metdédy kritickej roviny a
integralnej metddy. Priklad skasSky prezentuje napdtovu analyzu a predikciu poskodenia na
jednoduchom konec¢no prvkovom modeli pri proporcionalnom zat'aZeni.

KPacové slova: optimalizacny proces, S/N krivka, Unavova zivotnost, kumulativne
poskodenie, proporcionalne a neproporcionalne zat'azenie.

Abstract

Our paper deals with implementation of the optimizing process into multi-axial rainflow
analysis and cumulative damage calculation. It’s presented computational program FEA FAT
compiled in MATLAB. Stress analysis is realized by finite element procedure and the cumulative
damage is calculated by using two fundamental ways — critical plane approach and so called
integral approach. Testing example presents random stress analysis and damage prediction of a
simple FE model with proportional loading.

Key words: optimizing process, S/N curve, fatigue life, cumulative damage, proportional
and non-proportional loading.

UvVoD

Ako mieru naméhania kon$trukénych prvkov najCastejSie uvazujeme napétie, niekedy
pomerné pretvorenie, ktoré charakterizuje tenzor napitia (pomernych pretvoreni), t.j. nie jedna ale
viacero zloziek. To vedie k otdzkam ako postdit’ kumulaciu poSkodenia v takomto pripade. Ak
uloZenie, geometria i zataZenie objektu budu vykazovat’ urcity stupen proporcionality (obr.1), tak
je mozné akceptovat’ upravené uniaxialne ,,statické” pevnostné hypotézy (Tresca, von Mises) na
vypocet ekvivalentného napitia, relevantného pre vypocet kumulacie poSkodenia. Je vSak zname,
ze takyto predpoklad nie je vyhovujici najmid v pripadoch nahodného a z neho casto
vyplyvajiceho neproporcionalneho (obr.2) a fazovo posunutého zatazovania. Vtedy uniaxialne
hypotézy viac ¢i menej skreslujii vysledky. Predovsetkym v pripade konecno-prvkovych analyz
dostavame tenzor napdtia, ktory vo vacsine uloh obsahuje viac ako jednu vyraznu zlozku. V takom
pripade vznikd problém ako realizovat’ rainflow dekompoziciu. Aplikacia klasického ,,HMH*
ekvivalentného napitia nie je priamo moznd, ked’ze dostdvame len kladné hodnoty a napocitavanie
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uzavretych cyklov by nemalo opodstatnenie. Musime navrhnat iné postupy vyhovujiuce
realnejSiemu stavu odhadu unavového poskodenia vySetrovaného miesta. Bolo navrhnutych
viacero postupov na tzv. multiaxialnu rainflow dekompoziciu a nasledny odhad miery poskodenia
Najznamejsimi st dva zakladné pristupy, tzv. IA (Integral Approach) - integralny pristup a CPA
(Critical Plane Approach) - pristup najdenia kritickej roviny s ohladom na mieru poskodenia. V
odbornej literatire sa vyskytuje velké mnozstvo réznych variantov a pokusov na ur¢enie kritérii
uréujucich mieru unavového poskodenia. Najznamej$imi su Findleyovo i Dang Vanovo kritérium
kritickej zatazovacej roviny, Sinesovo a Crosslandovo kritérium zalozené na napdtovych
invariantoch, Papadopoulosovo kritérium priemerovania napétia v elementarnom objeme,
Garundovo kritérium zalozené na energetickych koncepciach, integralna metoéda linearnej
kombinacie zloziek napétia a iné.
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ROZBOR POSTUPOV NA ZISKANIE ODOZVY POUZITIM MKP

Na zaklade rozboru budenia vySetrovaného objektu moZeme zostavit staticky alebo
dynamicky vypoctovy konecno-prvkovy model. V pripade analyzy statického, resp.
kvazistatického ¢asovo premenlivého namahania mézeme riesit’ ilohu priamo rieSenim stavovych
rovnic rovnovahy zostavenych prirodzene na principoch MKP a dopocitanim potrebnej napatove;j
odozvy. Ak sa meni len amplituda zat'azenia, potom je mozné vyuzit’ analyzu pre tzv. jednotkové
zat'azenie s naslednym vypoctom jednotkového napétia, ktorého skutocné hodnoty ziskame
superpoziciou od prispevkov jednotlivych amplitid zat'aZenia.

V pripade, ze zotrvacné a tlmiace G€inky zohravajii vyznamnu ulohu, aplikujeme znamu
pohybovt rovnicu. Jej rieSenim dostaneme pole posunuti a nasledne aj napiti. Tento proces je
mozné opét’ vykonat’ priamou integraciou pohybovych rovnic niektorou zo znamych numerickych
metod. Je to univerzalny spdsob, ktory nezavisi ani od stupfia nelinearity stavovych rovnic. Iny
pristup je zaloZeny na principe uz spominanej superpozicie jednotkovych zatazeni. Vyhodou je, ze
v pripade zmeny velkosti amplitidy zataZenia rychlo ziskame potrebné vystupy. Nevyhodou je
vsak pouzitelnost’ len pre linearne, pripadne niektoré linearizované tilohy. Dalsi, pri aplikovani
MKP casto pouzivany pristup, vychadzajiici zo zndmeho modalneho rozkladu stavovej rovnice a
naslednom vypocte tzv. modalnych napéti, z ktorych je mozné pomerne rychlym spésobom ziskat’
redlne hodnoty. TakZe na vyber je viacero moznosti a zalezi len na skiisenostiach analytika, ktora
z nich si vyberie.
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NIEKTORE HYPOTEZY POUZITEENE PRE MULTIAXIALNU
RAINFLOW DEKOMPOZICIU

Ako bolo uz spomenuté, najvac¢sim problémom v pripade viacerych vyznamnych zloziek
tenzora napétia ¢i deformacie, ostava potreba d’alSieho spracovania ekvivalentnej hodnoty napitia
(deformécie) najcastejSie metodou stekajuceho dazd’a. Pristupov vychadzajicich z proporcionality
zatazovacieho procesu je mnoho a davaji v ramci svojich moznosti prijatel'né vysledky. HorSie je
to vSak v pripade vyraznej neproporcionality v zatazovani, tam ich pouzitelnost’ je obmedzena
alebo len orientacna.

V praci sa budeme zaoberat’ vybranymi metddami hl'adania kritickej roviny (CPA) a tiez
dvoma IA metddami, ktoré budi zabudované do konecno-prvkovych analyz.

Findleyho metdda kritickej roviny

Findley vychadzal z predpokladu, ze kritickou rovinou z pohladu iniciovania unavovej
trhliny bude rovina s najvacSim Smykovym napétim. Preto definoval ekvivalentné Smykové
napétie v tvare

Tri = Tox T K0 (1)
kde k je koeficient, ktory pre hiizevnaty material autor urcil ako hodnotu okolo 0,3. Ak budeme
uvazovat’, ze mame k dispozicii len 1-osovu skusku striedavym tahom-tlakom, upravme s urcitou
davkou zjednodusenia predosly vztah nasledovne

o-m=ﬁ~{sign(a’+g3)-gl_a3+k-0]+03] 2

2 2 2

Takto pripravené ekvivalentné napédtie mézeme uz rozlozit' rainflow dekompoziciou. Je
sice pravdou, Ze pristup je vhodny hlavne pre zat'azenie proporcionalneho charakteru, ale aj pri
neproporcionalnom zatazovani mé svoje opodstatnenie. Uréitou nevyhodou je vhodnad volba
koeficientu k. Napr. v praci [11] je ukézané, ze Findleym navrhnutd hodnota £=0,3 je dost’
nadsadend, ¢o dokumentuju aj nase numerické testy.

Dang Vanova metoda kritickej roviny
Dang Van opédt’ vychadzal z predpokladu, Ze kritickou rovinou z pohladu iniciovania
unavovej trhliny bude rovina s najva¢sim Smykovym napétim a teda aj on definoval ekvivalentné
Smykové napétie v nasledovnom tvare
Oc
o,—0, €7 5 o,+0,+0 3)
TDV:Tmax+k'pm: : 3+ - : =
2 O¢ 3

V3

kde 7 je medza Unavy pre krut, o¢ je medza inavy pre osovy tah-tlak, o;, o, o3 st hlavné
napitia. Uvazujme opit, Zze mame k dispozicii len 1-osovu skisku striedavym tahom-tlakom,
potom musime upravit’ predosly vzt'ah do tvaru
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Vo vzt'ahu (4) moézZeme este vykonat’ zjednodusujlicu upravu:

Oc \/g'TC

/I
2 ~ 2 ~0232- (%)
¢ V37

V3 3
Takto pripravené ekvivalentné napitie (4) moézeme uz rozlozit' rainflow dekompoziciou
do uzavretych cyklov. Pristup je prirodzene vhodnejsi pre zat'azenie proporcionalneho charakteru,
ale jeho pouzitie pri urcitom stupni neproporcionality a na zaklade skusenosti autorov je
akceptovatelné, resp. ddva mozZnost’ orientovania sa v hodnotach kumulacie poskodenia.

Tc

Numericka metoda hladania kritickej roviny pre modifikované HMH napdtie [13]

Dalsou metédou je hladanie kritickej roviny numerickou cestou, tj. néijdenie
normalového vektora mcp, roviny, ktora je kriticka z pohladu iniciovania unavovej trhliny.
Ekvivalentné napétie definujeme nasledovne

G cpy = 5ign(G(Meps ) /oM ep) +3-7(Mepy) 6)

kde o(n jenormalové az(n,,) je Smykové napitie v kritickej rovine ur¢enej vektorom ncpy.

CPA)
Na najdenie ncpy je mozné vyuzit' niektor zo zndmych vyhladavacich procedir
zabudovanych v MATLABe, ktoré skor pozname pod nazvom optimaliza¢né metddy. To
znamend, ze moézeme vyuzit procedury ako napr. fimins.m, fminsearch.m, patternsearch.m,
pripadne d’alSie.

Integralna metoda linedarnej kombindcie vsetkych zloziek napdtia

Uvazujme n -dimenziondlny vektor napiti o(t)=/o;, o, ,...]T s ndhodnym charakterom ako
miestnu odozvu na zatazenie vSeobecnymi, ndhodnymi vonkaj$imi silami. Zakladnou myslienkou
metddy je definovanie ekvivalentného napétia ako linearnej funkcie jednotlivych zloziek tenzora
napitia, t.].

UMRF(t)ZZCi'O'i(l):[C1 A EEELE ™
i=1

kde ¢; vyhovuji rovnici normy Z Ci2 =1-.
i=1
Prakticky, v pripade rovinnej napétosti, bude vektor napitia obsahovat’ tri zlozky o =/o;,
o z'xy]T , C0 znamena, ze
Curr()=c¢, -0 () +c, -0, ()+c; 7,(1), )
pri podmienke 012 + 022 + c32 =1, ¢im je definovana gul'ova plocha v suradnicovom systéme c, ¢, c;.

Vypoctovym problémom je potom najst’ na tejto ploche taktl kombinaciu zloziek vektora
¢, pre ktoré bude kumulécia poskodenia najvécsia alebo jej prevratena hodnota najmensia.

V pripade priestorovej napdtosti, vektor ¢ obsahuje Sest' zloziek, co mdze cCasovo
komplikovat’ numerické vypocty. Hl'adanie ,,extrémnej“ kombinacie zloziek vektora ¢ znamena
rieSenie extremelizacnej Ulohy viazanej na 6-rozmerni nadplochu. Preto boli navrhnuté d’alSie
postupy, ktoré by minimalizovali rozmer vektora ¢. Je potrebné pripomenut’ vhodnost’ pouzitia
prezentovaného pristupu aj pre pripady neproporcionalneho zat'azenia.
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Integralna metoda linedrnej kombindcie hlavnych napdti

Ako bolo uz naznacené, efektivnost’ vyhladavacieho procesu zloziek vektora ¢ sa
komplikuje s ich po¢tom. Jednym z rieSeni znizenia poctu zloziek ¢; je vykonat’ vSetky vypocCty pre
hlavné napitia. To vedie potom aj v pripade priestorovej napétosti na problém hl'adania troch
neznamych koeficientov ¢;. Ekvivalentné napitie z pohl'adu multiaxialnej rainflow dekompozicie
budeme pocitat’ nasledovne

Oy (1) = ¢y -0 () +¢,-0,(1) +¢;-04(1)> (10)
kde o; >0, > 03 s hlavné napitia.

Ako bolo uz uvedené, postup sa celkom dobre uplatituje pri neproporcionadlnom zat’azeni.
Avsak na zaklade naSich skusenosti je treba uviest, ze IA shlavnymi napétiami (3-rozmerna
uloha) podhodnocuje hodnotu kumulécie poskodenia oproti predo§lému 6-rozmernému pristupu.
V pripade pouzitia pre proporcionalne zat'azovacie stavy vypocitand miera unavového poskodenia
je mensia ako v pripade CPA metod.

IMPLEMENTACIA OPTIMALIZACIE DO PROCESU PREDIKCIE
UNAVOVEHO POSKODENIA APLIKOVANIM
INTEGRALNEJ METODY

Podobne ako ,,CPA* metddu hladania kritickej roviny pre modifikované HMH napiitie,
tak aj “IA” metody pouzivame pri konecno-prvkovej analyze virtualnych modelov. Uvazujme
preto nahodné budenie vySetrovanej Struktury, geometricky a materidlovo linearny vypoctovy
model, Minerovu hypotézu o linedrnej kumulacii inavového poskodenia. Za tychto predpokladov
uvedieme efektivny numericky postup rychleho najdenia vektora ¢. Zakladnd myslienka
numerického vyhladavania “kritickych” hodndt vektora ¢ spociva v definovani optimalizacne;j
ulohy s cielom najdenia maximalneho poskodenia D. Podl’a nasho nazoru ide o najrychlejsiu cestu
najdenia takej kombinacie c¢;, pre ktoru bude D—»max. alebo T—min. Kedze ide o hl'adanie

n
viazaného extrému s podmienkou zc? —1, na jej vylucenie z optimalizacného procesu zaved'me
1
i=1
normovany vektor pomocou nasledujiiceho vztahu o___¢

T
c -C

hodnoty vektora ¢¢ pre niektora z cielovych funkcii v tvare
_ "\ = S iy alebo F = mj "= min (L , (11

F =max (D(c)) = max () N ) F =min (T(¢")) = min (3600 'D(c,)) [hod.], (11)
kde ¢ je Casovy interval realizacie, D je miera kumulacie poSkodenia, T je doba do poskodenia, N;
je pocet cyklov do poskodenia na i-tej hladine napitia ureny z Wohlerovej krivky, n; je pocet
zatazujucich cyklov na i-tej hladine napitia. Pouzitim rainflow dekompozicie ekvivalentné¢ho
napitia oyge(t,c) dostaneme n; a d’alej moézeme aplikovat’ niektorti z hypotéz vypoétu kumulcie
poskodenia. Na zdklade uvedenych teoretickych tvah bol zostaveny vypoctovy program
FEA FAT zapisany do programovacieho jazyka MATLAB. Program spojil napdtova ,,MKP*
analyzu a vypocty kumulacie poskodenia v uzloch na zaklade minimalizacie doby Zzivota T alebo
maximalizacie poskodenia D.

Metodicky navrh multiaxidlneho vypoctu Unavového poskodenia resp. Unavovej
Zivotnosti je prezentovany na obr.3. Dalej uved'me struénu charakteristiku jednotlivych programov
a vypoctovych procedur vyvinutého softvérového balika:

e FEA_FAT - hlavny, riadiaci program, ktory nacita sibor vstupnych dat, spracuje

vektor budenia pre cely Casovy interval, po spracovani priebehu napéti v prvkoch

. Cielom bude najst’ optimalne

i=1 i
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vykona vypocet poSkodenia a predikciu unavového zivota pre kazdy prvok
prostrednictvom programu UNAVA NODOPT,

e STATIC - riesic statickych alebo kvazistatickych loh, vypocita posunutia a napitia
v prvkoch resp. uzloch modelu,

e DYNA - rieSi¢ dynamickych uloh rieSenych v ¢asovej oblasti aplikaciou Crank-
Nicolsonove] numerickej metddy, vypocita Casovi zavislost posunuti a napiti
v prvkoch resp. uzloch modelu,

e STOCHAST - riesi¢ stochastického kmitania vo frekvencnej oblasti, vypocita
vykonovu spektralnu hustotu ako aj kovariancnt maticu posunuti a napéti v prvkoch,
resp. uzloch modelu

e UNAVA_NODOPT, MCHRF, DAMAGE, FMINSEARCH - podprogramy, ktoré
spracuju  l-osovy iviacosovy problém tUnavového poskodzovania vyuzitim
navrhnutého optimaliza¢ného pristupu pre multiaxidlnu rainflow dekompoziciu a
napocitaju mieru poskodenia a predpokladanti dobu do poskodenia

e DAMAGE_R - podprogram, ktory Rajcherovou metodikou vypocita predpokladant
dobu do poskodenia z VSH napitia v kazdom prvku.

MATLABOVSKE-FEAPROGRAMY: Y
-+ STATIC K

»—» DYHA MY

» -+ STOCHAST Iy

FEA_FATY

Riadiaci-program-na: napat ovd- / -

analjzu-MKP-modeloy- a- —
predikciu-kumulacie- pogkodeniaf EOMERCNE-FEA-PROGRAMY
»— COBMOEIY
>+ ANSYE]

A > ADINA{

Y

FMINSEARCHY - UNAVA_OPT|
UNAVA_NODOPTY] |«
Program na-inavovi- analyzu:  |-—e MCHRFT  (gm| DAMAGEY
MKE wysledkov]
o ~— o[ DAMAGE RANDY

Obr.3 Metodicky navrh komplexného vypoctového programu na analyzu unavového poskodenia
pomocou MKP

Problematika zahriiuje vypoctarsky pohl'ad na proces zatazovania, modelovania i vyberu
metody pri Ulohe predikcie kumuldcie unavového poskodenia najmi v pripadoch viacosovej
napitosti. Tu je potrebné pripomenut’, Ze ziskané postupy a informacie koreSponduju s vysledkami
prac d’alsich autorov, avsak treba podotknut’, Ze najdenie univerzalnej resp. najlepsej hypotézy pre
unavu je problémom, na ktory budi pravdepodobne hladat’ odpoved aj dalSie generacie
odbornikov.

TESTOVACI PRIKLAD

Pouzitim prezentovanych CPA a IA metdd analyzujme mieru unavového poskodenia
jednoduchého konecno-prvkového modelu stciastky na obr. 4. Sledované teleso je zataZzené
jednou skupinou sil nahodného charakteru (obr.5). Predpokladajme material ocel’ 11 523
s Youngovym modulom pruznosti E=198.10" Pa, Poissonovym ¢islom p=0,3, hustotou
materialu p=7800 kg/m’, parametrami tnavovej krivky: R/‘:IISZ MPa, b= -0.115. Casovy
interval realizacie rieSenia: 1 €<0,5000> [sec].
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RiesSenie:

Vypoctovy konecno-prvkovy model bol zjednoduSeny vzhladom na dvojnasobnu
symetriu, ¢o malo za nasledok znizenie velkosti ulohy na 1718 3D kone¢nych elementov
(tetrahedron s linearnou tvarovou funkciou) a 643 uzlovych bodov. Poskodenie a predikcia
unavovej zivotnosti bola pocitand vo vSetkych uzloch, priCom najvacsie poskodenie bolo
identifikované v uzle 207. RozloZenie hlavnych napiti pre tento uzol je na obr. 11. Vypocet bol
realizovany pomocou autormi prezentovaného programu FEA FAT. Vybrané vysledky su
spracované v tab.l a graficky vyjadrené na obrazkoch 6 az 10. RozloZenie strednej hodnoty
a smerodajnej odchylky ekvivalentného napétia v objekte prezentuje obr. 6. Distribuciu kumulacie
poskodenia mozno sledovat’ na obr.7 az 10.

EmT

\ .
T m we e m E W @ & & &
tie
Obr.5 Nahodny charakter zat'’azujtce;j sily F

Obr.6 Rozlozenie strednej hodnoty a smerodajnej odchylky ekvivalentného napétia

Prehlad maximalnych hodnét kumulécie poskodenia
ri pouZiti roznych metodik uréovania ekvivalentného napitia Tabulka 1
Miera unavového poskodenia CPA CPA CPA 1A
Findley Dang Van upravené HMH 6 zloziek
Diy(uzol 207) 0,0038 0,0017 0,0019 0,0011
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9.67294e-032

Obr.7 Rozlozenie kumulacie poskodenia
podrla Findleyho

-62095e-008

52559e-03

Obr.9 Rozlozenie kumulacie poskodenia Obr.10 Rozlozenie kumulécie poskodenia
podla upravenej HMH hypotézy podla IA hypotézy pre 6 zloziek napitia

Na zéklade simulaénych vypoctov anumerickych testov mozno vykonat mali
komparaénu $tadiu, ktora potvrdzuje niektoré zavery z prac inych autorov upozoriiujicich na
nadhodnocovaci efekt v pripade Findleyho metodiky a tiez urcité podhodnotenie v pripade
aplikacie IA postupov. Mozno teda doporucit’ staré zname pravidlo pouzitia viacerych hypotéz
a nasledné priemerovanie vysledkov.

Uvedeny priklad ma skor informacny charakter a mal by predovSetkym motivovat
Citatel'a k zamysleniu sa nad zlozitostou multiaxidlnej tinavovej Zivotnosti. V tejto oblasti je
skutocne vela nejasnych a malo prebadanych skutocnosti, ktoré cakaju na svoje objavenie.
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Obr.11 Proporcionalne rozlozenie hlavnych napéti v uzle 207

ZHODNOTENIE A ZAVER

Zamerom predlozenej prace bolo prezentovat’ existujlice postupy a navrhnut dalsi —
numericky sposob predikcie kumulécie unavového poskodenia na zaklade simulacnych vypoctov
metdédou koneénych prvkov. Boli prezentované aporovnané Styri vybrané metodiky. Tri
vychadzali z principu hl'adania tzv. kritickej roviny z pohl'adu iniciovania tinavovej trhliny a $tvrty
tzv. integralny pristup bol zalozeny na linedrnej kombinacii zloziek tenzora napédtia. Aj ked
fyzikalna podstata IA pristupu je do urcitej miery zahmlend avychadza skor z Cisto
matematického popisu problému, tak vo svete dostava ,zeleni“ azvySuje sa pocet prac
dotykajucich sa prave tohto postupu. Nasim prispevkom bolo prave aplikovanie optimalizaénych
postupov v tomto procese, ¢im sa zefektivni vypoctova predikcia inavového poskodenia.

Prispevok vznikol na zaklade finan¢nej podpory grantového projektu VEGA 1/3168/06
a KEGA 1/3152/05.
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