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OVERENI VHODNOSTI MODALNIiHO MODELU STAVEBNI KONSTRUKCE
PRO VYPOCET JEJI UNAVOVE ZIVOTNOSTI

VERIFICATION OF CONVENIENCE OF A MODAL MODEL OF A STRUCTURE FOR
CALCULATION OF ITS FATIGUE LIFE

Michal Polak, Tomas Plachy’

Abstract:

Experimentally evaluated frequencies and modes of natural vibration reflect the actual
state of an observed structure in the time of its experimental investigation. They can be used
for creation of a modal model and using that model a dynamic response can be computed for
certain dynamic loading. The paper deals with verification of convenience of modal model of a
structure for calculation of its fatigue life. There are used results of experimental dynamic
study of a RC beam. The beam was loaded and damaged by cyclic dynamic fatigue loading.
During the dynamic loading the strain of steel reinforcement was measured using gauges
placed on bars in the middle of the beam span and stresses of reinforcement were obtained
from this measurement. There was measured a response of the beam loaded by random force.
That response was measured using accelerometers in a chosen net of points on the beam but
also using gauges placed on bars in the middle of the beam span. Frequencies and modes of
natural vibration were evaluated from this response and from them a modal model was
created. Stresses in reinforcement induced by used cyclic dynamic loading were calculated
using this modal model with nonproportional damping and these stresses were compared with
measured stresses.

Kli¢ova slova: Modalni model, inava, experimentalni modalni analyza, neproporcionalni
utlum, redlna slozka, imaginarni slozka, komplexni frekvence vlastniho
kmitani, komplexni tvary vlastniho kmitani, rozklad podle tvarti vlastniho
kmitani, zelezobetonovy nosnik.

1. Uvod

Pii posuzovani Unosnosti stavebnich konstrukci se dnes jako hlavni méfitko jejich
namahani pouziva predevsim napéti. Jeho proménlivost v Case je pak hlavnim kriteriem pro
posuzovéani spolehlivosti staveb pii jejich Gnavovém namahani. Casovy pribéh napéti
v ur¢itétm detailu stavebni konstrukce, ktery rozhoduje o jeji unosnosti, lze =ziskat
experimentaln¢ nebo vypoctem. V ptispévku je popsan princip uréeni dynamické odezvy
stavebni konstrukce v urCitém jejim bod¢ v méfitku napéti, ktery kombinuje vysledky
experimentu s teoretickym postupem. Pfimo z experimentalné uréenych modalnich parametrii
(frekvenci, tvarG vlastniho kmitani a jim piislusného utlumu) je totiz mozné sestavit tzv.
modalni model sledované konstrukce. Skutecnost, Ze experimentaln¢ uréené frekvence a tvary
vlastniho kmitani zachycuji okamzity skutecny stav a vlastnosti zkoumané konstrukce v ¢ase
jejiho experimentalniho vysetfovani, Ize s vyhodou vyuzit pro provedeni vystizného vypoctu
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dynamické odezvy této konstrukce na urcity typ dynamického zatizeni. V druhé ¢asti ¢lanku
jsou uvedeny vysledky ovéfeni vhodnosti popsaného postupu pro stanoveni Unavové
zivotnosti sledované konstrukce na zakladé¢ porovnani vysledkli teoretického vypoctu
s vysledky experimentu.

2. Princip sestaveni modalniho modelu stavebni konstrukce

Experimentalni urceni frekvenci a tvart vlastniho kmitani stavebnich konstrukei se dnes
provadi nekolika zpiisoby. Pro sestaveni modalniho modelu je velmi vyhodné pouzit tvary
vlastniho kmitani, které jsou vyhodnoceny z frekven¢nich prenosovych funkci H,s(if)

Hrs(if):;rgg , (1)

kde i je imaginarni jednotka, v,(if) je odezva konstrukce v bod¢ r vyvolana budici silou F(if),
ktera piisobi v bodé¢ s. Frekvencni pfenosova funkce Hy(if) je v podstaté rezonanc¢ni kiivka,
tedy prubéh amplitudy odezvy konstrukce vyvolané budici silou o jednotkové amplitudé
v zavislosti na budici frekvenci. Jeji pofadnice jsou obecné¢ komplexni c¢isla. Modalni
parametry (frekvence, tvary vlastniho kmitani a jim odpovidajici utlum) vyhodnocené na
zéklad¢ matematickych postuptt z H(if) pak pifimo v sobé nesou informace o skutecné
hmotnosti, tuhosti a utlumu zkouSené konstrukce. Modalni model je tedy mozné pouzit k
vystiznému vypoctu dynamické odezvy sledované konstrukce, aniz by bylo nutné sestavit jeji
matici hmotnosti [m] , matici tuhosti [k] nebo matici tlumeni [b].

Pii vlastnim kmitani, tedy stavu, kdy konstrukce kmita pouze jedinou frekvenci v
odpovidajicim tvaru vlastniho kmitani, dochazi vlivem tutlumu k jevu, Ze neni dosazeno
amplitud kmitani vlastniho tvaru v jednotlivych bodech konstrukce ve shodny casovy
okamzik, nybrz tyto amplitudy jsou vici sobé fazové posunuty. Tuto skutecnost lze nejlépe
vystihnout popsanim vlastniho tvaru pomoci komplexnich ¢isel, tedy rozlozenim vlastniho
tvaru do jeho redlné a imaginarni slozky. K tvarim v komplexni podobé se 1ze dopracovat i
teoretickym vypoctem, ve kterém matice tlumeni neni linearni kombinaci matice tuhosti a
matice hmotnosti. Tomuto zptisobu modelovani tlumeni se fika neproporcionalni ttlum.

Soucasti modalniho modelu se miize stat i napéti v urcitém detailu stavebni konstrukce.
Do tohoto mista je pii métfeni vloZen tenzometr. Zmétena pomérnd deformace se na zakladé
fyzikalnich rovnic pfevede na napéti a dale se zpracuje podle (1) obdobné jako zméiené
vychylky. Hodnota pienosové funkce napéti odpovidajici urc€ité vlastni frekvenci se pak stava
potadnici pfislusného vlastniho tvaru — pfimou soucasti modalniho modelu.

V nize popsaném postupu sestavovani modalniho modelu se predpoklada, ze tvary
vlastniho kmitani {v} vyhodnocené z vysledki méfeni jsou jiz navzdjem ortogonalni, tedy
ze plati vztah

{VZ)}T[m]{V(j)}:O proi=1,2,...,N;j=1,2, ..., N;i#j ; (2)

kde N je celkovy pocet frekvenci a tvard vlastntho kmitdni vyhodnocenych
z experimentalniho vySetiovani sledované konstrukce, ktery je pouzit pifi sestavovani jejiho
modalniho modelu, i a j jsou poradova cCisla porovnavanych vlastnich tvarti. Hvézdickou je
oznacen tvar komplexné sdruzeny k origindlnimu vyhodnocenému tvaru. Pfedpoklad
ortogonalnosti tvarti vlastniho kmitani vyhodnocenych z vysledkii métfeni lze ovéfit jen
pfiblizné (matice hmotnosti neni k dispozici) na zakladé urceni korela¢niho koeficientu
modalni analyzy MAC ), ktery v podstaté piedstavuje zjednodusenou podminku ortogonality
vlastnich tvard. V prvnim kroku sestavovani modélniho modelu jsou experimentdlné uréené
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kruhové frekvence vlastniho tlumeného kmitani @y a odpovidajici kruhové frekvence
utlumu @y sdruzeny do vlastniho ¢isla A, které ma tuto komplexni podobu

Ay = =0y +i0y 3)

kde i je imaginarni jednotka. Tvary vlastniho kmitani jsou z vysledkii experimentu
vyhodnoceny ve tvaru

{V(n }: {Vg }+ i {Vﬁv)l} ’ 4)

kde {VREG)} je realnd a {VIMG)} imaginarni slozka. V dalsim kroku sestavovani modalniho
modelu jsou poradnice zméienych vlastnich tvarti upravovany na zaklad¢ vztahu

{V(j)}: ~ Bagj R {V(j)} ’ (5)

kde Ry je tzv. reziduum, pofadnice vlastniho tvaru {v} v misté pisobeni budici sily s. Tim
se teoreticky ziskaji vlastni tvary normované vzhledem k matici hmotnosti, pro které plati

{\7(?) }T [m] {\70)}:1 ) {Wj) }T [k] {\7”)}=7»(j) Kg sproj=12,.. N . (6)

V ramci pfipravy modalnitho modelu suvazovanim neproporcionalniho utlumu je tfeba
vzhledem k transformaci (9) a zajisténi platnosti vztahu (13) provést Upravu vlastnich tvart
kmitani ziskanych podle vzorce (5) na zéklad¢ vztahu

{V(j) }: («/4 Oy )1 (1-1) {V(j)} : (7

3. Princip vypoctu dynamické odezvy modalniho modelu

Zakladni teoretickd pohybova rovnice pro feseni vynucené¢ho kmitdni modelu sledované
konstrukce s uvazovanim neproporcionalniho ttlumu ma podobu

[m {v(©)}+ bl v+ I {v (O}={F(0)} (8)

kde {v(t)} je hledana odezva modelu konstrukce, {F(t)} je vektor budicich sil a [b] je matice
tlumeni. Zavede-li se pro dynamickou odezvu transformace ve tvaru

o JVO ()}

B fiay - B0 {gof ©
ziska rovnice (8) podobu

[m]{w(O}+ [ v O =0} - (10)

kde matice [m] , [K] a vektor {F(t)} jsou uspoiadany takto

=] ] - 0] FO= ) o

Na zékladé transformace (9) pro vlastni vektory rovnice (10) upravené do homogenni podoby

lati
o PVl g =i )

}\‘(j) {V(j) }

Podminku ortogonality pro tyto vlastni vektory Ize odvodit ve formé
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{V(B }T [m] {V(j) }: 1, {VS) }T [E] {V(j) }:7“0‘) : (13)
Rovnici (8) mohu pomoci transformace
{V(t)}: lv(j) J{q(j) (t)}: Hv(l) JL’ {v(z) }’""{V(N) }J{Q(j) (t)} > (14)

prevést do tvaru
M1V, fag O+ K11V, fa o, @r={FQ)} (15)

Po vynasobeni rovnice (15) zprava matici komplexné¢ sdruzenych vlastnich tvart

[V(?) ]T [ﬁ] [V(j) ]{q(j) (t)}+ [V(?) ]T [k] [V(j) ]{q(j) (t)}: [V(?) ]T {F(t)} (16)

ziska rovnice (8) podobu

4 0+ 2,0 O =V5 ' FO} - (17)
Je-li budici sila, ktera ptisobi na konstrukci, harmonicka, pak plati
FOi={Fte™ . qa;E)=a; ™ . {vO)k={v}e" (18)

a rovnice (15) ptejde do amplitudové podoby

ioq; =4 qg :{V:j) }T {F@)} . (19)

Pro amplitudu zobecnélé soufadnice q¢ vlastniho tvaru cislo j a amplitudu zobecnélé
soufadnice q ) komplexné sdruZeného vlastniho tvaru pak plati rovnice

4 :{V(*n }T {F(t)}(i‘”—}“m )71 > Qij :{V(j) }T {F(t)}(i())—}\,*(j) )_1 ; (20)

a amplitudy vynuceného ustaleného kmitani sledované konstrukce se ziskaji na zékladé
vztahu

{V}: i‘,({v(j) }qm _{V(*j) }q(j)) . (21)

4. Popis experimentu pouzitého pro ovéreni vystiznosti popsaného postupu

Oveéreni piesnosti a vystiznosti popsané¢ho vypoctového postupu, kterym lze pomoci
modalniho modelu a s uvazovanim neproporciondlniho utlumu ur¢it dynamickou odezvu
sledované konstrukce vcetné dynamického pribehu napéti v jejim urCitém zkoumaném
detailu, bylo provedeno na zaklad¢ dil¢ich wvysledkli experimentalni studie zmény
dynamického chovéni zelezobetonového tramu v zavislosti na jeho poskozeni statickym a
dynamickym zatizenim. Postup a uspofadani celého meéfeni, detailni vysledky a pouzita
méfici linka jsou podrobnéji popsany v [4]. K sestaveni modalniho modelu byly pouzity
frekvence a tvary vlastniho kmitani ziskané bezprostiedné po dosazeni zatéZovaciho
stupné D, tedy stupné, pii kterém pouzité statické zatizeni vyvolalo takové namahani
zkoumaného zelezobetonového tramu, které odpovidalo poloving jeho teoretické mezni
unosnosti. Na tento stupent navazovalo dynamické zatézovani nosniku na unavu, jehoz
vysledky byly vyuzity kvlastni verifikaci. Pii dynamickém unavovém zatézovani byl
sledovany zelezobetonovy trdm o rozmérech 0,2 m x 0,3 m x 4,5 m osazen na ocelolitinova
loziska tak, aby pusobil jako prosty nosnik o svétlém rozpéti 4,00 m s previslymi konci
0,25 m. Dynamické harmonicka budici sila, ktera zptisobovala inavové namahani trdmu, byla
vyvolavana hydraulickym lisem (obr. 1). Pomoci vahadla (obr. 1) byla roznaSena tak, aby ve
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stiedni tfetiné rozpéti nosniku bylo dosazeno shodného dynamického naméhani jednotlivych
prafezti konstantni amplitudou ohybového momentu. Velikost amplitudy budici sily byla
stanovena podle CSN P ENV 1992-2 z podminky, aby vyvolany rozkmit napéti v hlavni
betonaiské vyztuzi zpiisobil unavové poruSeni tramu zhruba pii 500 000 cyklech. Rozkmit
pomérné deformace dvou pruti hlavni vyztuze ve stfedu rozpéti tramu byl béhem tohoto
unavového namahani kontrolné méfen pomoci odporovych tenzometri. Z nameienych hodnot
byla urc¢ena odpovidajici velikost rozkmitu napéti ve vyztuzi 205 MPa, ktera dostatecné
pfesné¢ odpovidala vstupnimu pozadavku. Frekvence, tvary vlastniho kmitani a jim
odpovidajici utlum byly urceny z vysledkli méfeni odezvy zkoumaného Zelezobetonového
tramu na budici silu nahodného charakteru. Tato budici sila byla vyvolavana pomoci
elektrodynamického budi¢e ESE 11 076, méfena byla nepfimo ptes zrychleni budici hmoty
snimacem zrychleni B12/200 Hottinger Baldwin. Kmitani budiciho zéavazi bylo fizeno
signalnim generatorem zabudovanym v méfici Gstfedné VCS 2550 firmy Spectral Dynamic.
Odezva nosniku na buzeni budi¢em byla méfena celkem deseti snimaci zrychleni B12/200
Hottinger Baldwin ve zvolené siti bodii na povrchu trdmu. Mimo to byla méfena pomérna
deformace dvou prutti hlavni betonaiské vyztuze ve sttedu rozpéti tramu pomoci odporovych
tenzometrl nalepenych piimo na pruty vyztuze. Piiklad ziskané pfenosové funkce napéti je
vykreslen na obr. 8 (magnituda pfenosové funkce) a 9 (fazovy uhel prenosové funkce). K
vyhodnoceni frekvenci a tvart vlastniho kmitani (viz obr. 2 az 7) ze zméfenych prenosovych
funkci byl pouzit program Star od firmy Spectral Dynamics, ve kterém byl vyuZzit postup,
ktery nahrazuje zméfené pienosové funkce na zdkladé metody nejmensich ctvercl
polynomickymi ki#ivkami, jejichz parametry jsou piimo zavislé na modalnich
charakteristikach zkoumané stavebni konstrukce, tzv. ,,polynomial curve fitting* [3].

- 1 . . ! v

Obr. 1 Usporadani dynamického tinavového zatézovani sledovaného trdmu pomoci vahadla
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Obr. 2 Stupen poskozeni D - redlna slozka Obr. 5 Stupeni poSkozeni D - imaginarni
1.tvaru vlastniho kmitani f;y=18,84 Hz.  slozka 2.tvaru vlastniho kmitani f,)=83,31 Hz.

Obr. 7 Stupen posSkozeni D-imaginarni slozka

Obr. 4 Stupen posk i D - realna slozk .
r UPeR poskozen rea’na s ozka 3.tvaru vlastniho kmitéani f(3y=158,62 Hz.

2.tvaru vlastniho kmitani f,=83,31 Hz.

Obr. 6 Stupen poskozeni D - realna slozka
3.tvaru vlastniho kmitani f(3y=158,62 Hz.

Obr. 3 Stupen poskozeni D - imagindrni
slozka 1.tvaru vlastniho kmitani f(;y=18,84 Hz.
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5. Vysledky vypo¢tu provedeného pro ovéreni popsaného postupu

Vysledky kontrolniho vypoctu a jejich porovnani s vysledky experimentdlniho sledovani
zelezobetonového tramu jsou uvedeny v tab. 1.

Tab. 1 — Vysledky kontrolniho vypoctu a jejich porovnani s experimentem

Poloha Méfena Jednotka Vypoctena odezva Zméiena | Rozdil
sledovaného veli¢ina Redlnd | Imaginarni | Amplituda | hodnota -
mista slozka slozka amplituda | [%)]
033L Svisly pruhyb [mm] 5.29 0.03 5.3 X X
0.5L Svisly prahyb [mm] 5.33 0.03 5.3 X X
0.66 L Svisly pruhyb [mm] 6.06 0.03 6.1 6.5 -6.7
0.5L Napéti ve vyztuzi [Mpa] 74.09 1.25 74.1 105 -29.4
0.5L Napéti ve vyztuzi [Mpa] 73.54 1.53 73.6 105 -29.9
Pfenosovafunkce pomérné deformace vyztuze
Magnituda
0.030 {htag )
0.025
0.020
=
s 0.015
0.010
- \K‘ Mh\’\\«&m
0.000 + T 1 2 T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
f[Hz]

Obr. 8 Magnituda zméfené prenosové funkce pomérné deformace hlavni betonaiské vyztuze
ve stiedu rozpéti zkoumaného tramu.
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Pfenosova funkce pomérné deformace vyztuze
(Faze)
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Obr. 9 Faze zmétené pienosové funkce pomérné deformace hlavni betonatské vyztuze ve
sttedu rozpéti zkoumaného tramu.

Podle CSN P ENV 1992-2 by k inavovému poruseni Zelezobetonového tramu na zakladé
hodnoty rozkmitu napéti v hlavni betonaiské vyztuzi vypoctené na modalnim modelu mélo
dojit cca. po 14 milionech cykld, to je zhruba 14 krat vice, nez vychazi teoretickd unavova
unosnost nosniku urcend na zaklad¢ hodnoty rozkmitu napéti zmétené béhem jeho cyklického
zatéZovani.

6. Zavér

V ¢lanku je popsan postup sestaveni modalniho modelu urcité stavebni konstrukce z jejich
frekvenci, tvarti vlastniho kmitani a jim odpovidajiciho utlumu stanovenych experimentalné
v podobé komplexnich ¢isel. Tento model je mozné pouzit k vypoctu dynamické odezvy
zkoumané konstrukce na urcité dynamické zatizeni. Vypoctovy postup pro ur¢eni dynamické
odezvy konstrukce byl ovéfen na zakladé porovnani konkrétnich vypoctenych vysledki
s vysledky experimentalniho zkoumani dynamického chovani zelezobetonového tramu.

Z vysledkt verifikace vyplyva, Ze pro hodnoty dynamickych prihybii bylo dosazeno
velmi dobré shody. Vypoctené hodnoty dynamického napéti v hlavni betonatské vyztuzi jsou
zatizeny vétsi chybou. Chyba pii ur¢eni tinavové Zivotnosti zkoumaného zelezobetonového
tramu vyplyvajici z neptesnosti vypoctu rozkmitu napéti pomoci modalniho modelu je zna¢na
a pro praxi v podstaté nepouzitelna.

Z teoretickych rozbort plyne, Ze pro presnéjsi stanoveni dynamické hodnoty napéti je pfi
feSeni vynuceného kmitani pomoci rozkladu do tvart vlastniho kmitani tfeba pouzit vice tvara
vlastniho kmitdni. Ty v pfipadé pouzité experimentalni studie bohuZzel nebyly k dispozici.
Navic modalni model fesi dynamickou odezvu na zéklad¢ predpokladu linearnosti jejiho
chovani. Pfi experimentalni studii, jejiz vysledky se pouzily pfi verifikaci, bylo z ¢asovych
divodii vyvolano velmi vysoké Unavové namahani. Dle [5] pifi vySSim naméhani
zelezobetonovych konstrukci se beton chova nelinearné, dochéazi k poklesu jeho modulu
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pruznosti. Modalni parametry nosniku byly ur€eny pfi kmitani s vyznamné mensi amplitudou,
a proto nezachycuji zcela vérné jeho skutecnou tuhost pfi tnavovém namahani. Mimoto byl
nosnik zna¢né€ poskozen trhlinkami.

Z téchto duvodi nebyl experiment vybrany pro ovéfeni vhodnosti modalniho modelu pro
vypocet tnavové zivotnosti urcité stavebni konstrukce zvolen zcela vhodné, ukazuje se, ze
uvedeny postup Ize pro zelezobetonové konstrukce pouzit pouze v omezené mirte.

Tato prace byla podpofena Ministerstvem kolstvi Ceské republiky jako vyzkumny zamér
CEZ: J04/98: 210000030.
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