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VYPOCET UNAVOVEHO NAMAHANI MOSTU POMOCI PRIMEHO POUZITI
EXPERIMENTALNICH MODALNICH DAT

EVALUATION OF BRIDGE FATIGUE STRESS BY MEANS OF DIRECT USING OF
EXPERIMENTAL MODAL DATA

Michal Polak'

Abstract:

The experimentally - estimated modal parameters (frequencies, modes of natural vibration,
corresponding damping values) realise the real immediate state of the observed bridge
structure and its spatial behaviour. This is the reason for using the experimental modal
parameters such as for an identification, an optimalization or a verification of a bridge design
model. In addition, the apposite spatial model of the monitored bridge could be created
directly from the experimental modal parameters of this bridge (so-called the modal model).
There is possible to achieve with this model the apposite calculation of a dynamic response of
an observed structure under a dynamic load. The response of the modal model under an
influence of the live load can be calculated by the modal decomposition method. Today the
stress is the main criterion of the load carrying capacity checking of a structure and its
variability in time is the main criterion of the fatigue life checking. It is possible to evaluate the
response of the modal model on a stress quantity scale. The calculated time histories of the
stress in given details of a structure can be processed by one of classification methods (e.g. the
rain flow method). Afterwards it is possible to make the estimation of influence of the observed
dynamic load on a reduction of the fatigue life of the monitored structure based on the
obtained results and the Palmgren - Miner hypothesis. The direct use of the modal model of the
bridge for the calculation of its dynamic response is one of the interesting methods for studying
of the vehicle/bridge interaction problem.

Klic¢ova slova: Experimentalni modalni analyza, frekvence vlastniho kmiténi, tvary vlastniho
kmitani, modalni model, rozklad podle tvart vlastniho kmitani, mostni
konstrukce, zivotnost.

Uvod

Experimentalné ur¢ené modalni parametry mostu (frekvence, tvary vlastniho kmitani a
jim piislusny utlum) zachycuji skute¢ny okamzity stav sledované konstrukce a jeji prostorové
chovani v okamziku jejiho experimentalniho zkouméni. Proto je Ize pouzit jak k ovéfeni
vystiznosti vypoctovych modeld, tak i kupfesnéni parametrii téchto modeld (k jejich
identifikaci nebo optimalizaci). Z experimentaln¢ uréenych modalnich parametri mostu je
mozné vytvorit pfimo jeho prostorovy model (tzv. modalni model). Ten umoziiuje provést
vypocet ¢asového pribéhu odezvy zkoumaného mostu na dynamické a statické zatizeni. Dnes
je hlavnim kriteriem pro posouzeni unosnosti konstrukci napéti a jeho zména v Case je
hlavnim méfitkem pro urCeni tnavové zivotnosti. Odezvu modalniho modelu mostu na

! Ing. Michal Polék, CSc., Katedra stavebni mechaniky, Fakulta stavebni, CVUT Praha, Thakurova 7, Praha 6,
166 29, Ceska republika, tel.: +420 2 2435 4476, fax: +420 2 2431 0775, e-mail: polak@fsv.cvut.cz

-273 -




pohyblivé zatizeni lze urcit i v méfitku napéti. Vypocitany Casovy pribéh napéti v ur€itém
vybraném detailu konstrukce lze zpracovat vhodnou tfidici metodou ( napf. rain flow) a na
zaklad€ Palmgren — Minerovy hypotézy lze provést odhad vlivu dynamického tc¢inku urcitého
zkoumaného dynamického zatizeni (napt. dopravniho proudu) na snizeni inavové zivotnosti
sledované mostni konstrukce.

Postupy pouzivané pro sestaveni modalniho modelu stavebni konstrukce

Princip sestaveni modalniho modelu urCité mostni konstrukce je zavisly na zptisobu
experimentalniho uréeni modalnich parametrii tohoto mostu. To se v podstaté provadi dvojim
zpusobem. Kazdy z nize popsanych postupii ma své vyhody a nevyhody, jejich podrobné
rozebrani neni soucasti tohoto ¢lanku.

V prvnim piipadé se piedpoklada, Ze kmita-li konstrukce vlastni frekvenci, kmita
v odpovidajicim vlastnim tvaru, dale se vychazi z matematické definice vlastniho tvaru jako
vlastniho vektoru dynamické matice tuhosti, ktery ma jednu poradnici nezavisle proménnou
(jde o potadnici v referenénim bod¢€) a zbyvajici potfadnice tvaru se urcuji v poméru k této
nezavislé poradnici. To znamend, Ze dynamickd odezva méiena v jednotlivych bodech
konstrukce je pfi vyhodnoceni normovana k odezvé v referencnim bod¢. Charakteristiky
budici sily (hodnoty, casovy prubéh, frekvencni slozeni atd.), ktera vyvolala kmitani
konstrukce, nejsou u tohoto zpiisobu zpravidla znamy. Pfi méfeni na mostnich konstrukcich
se Casto vyuzivd dynamickych UCinkti bézného dopravniho proudu piejizdéjiciho béhem
meéfeni po mosté, nebo dynamickych ucinka vétru apod. K vyvolani kmitdni konstrukce 1ze
samoziejm¢ vyuzit i budi€. Vzhledem k tomu, Ze se k rozkmitavani pouzivaji vétSinou budici
sily, které se pfirozen¢ nachazeji v okoli sledovaného mostu, nazyva se tento zptisob ur¢ovani
modalnich parametrt stavebnich konstrukei v literatufe ,,Ambient Vibration Testing™ (AVT).

V druhém piipadé je mostni konstrukce rozkmitdvana budici silou, jejiz ¢asovy pribéh
je podrobné¢ meéien. Jako zdroj budici sily je vétSinou vyuzivan budi¢. Tomuto zplsobu
ur¢ovani modalnich parametri stavebni konstrukce se v literatuie tika ,,Forced Vibration
Testing (FVT). Z vysledkii méfeni dynamické odezvy se v jednotlivych bodech sledované
konstrukce vyhodnocuji frekvencni prenosové funkce His(if)

-2 .

F (if

kde i je imaginarni jednotka, v,(if) je odezva konstrukce v bod¢ r vyvolana budici silou F(if),
ktera plisobi v bodé¢ s. Frekven¢ni pfenosova funkce Hy(if) je v podstaté rezonanc¢ni kiivka,
tedy prubéh amplitudy odezvy konstrukce vyvolané budici silou o jednotkové amplitudé
v zavislosti na budici frekvenci, jejiz potfadnice jsou obecné komplexni ¢isla. K vyhodnoceni
frekvenci a tvart vlastniho kmitani ze zmétenych prenosovych funkci se pouziva specidlnich
matematickych postupii. Na pracovisti autora je vyuzivan program Star od firmy Spectral
Dynamics, jehoZ postup nahrazuje zmétené pienosové funkce na zakladé metody nejmensSich
¢tverci polynomickymi kiivkami, jejichz parametry jsou piimo zavislé na modalnich
charakteristikach zkoumané stavebni konstrukce, tzv. ,,polynomial curve fitting®.

Zékladni vyhodou postupu FVT oproti AVT je skuteCnost, ze frekvence, tvary vlastniho
kmitdni a jim odpovidajici itlum vyhodnocené na zakladé matematickych postupt z H,(if)
piimo v sob¢ nesou informace o skutecné hmotnosti, tuhosti a atlumu zkousené konstrukce.
Jeji modalni model je tedy mozné vytvofit, aniz by bylo tfeba sestavovat jeji matici hmotnosti
[m] , matici tuhosti [k] nebo matici tlumeni [b].

Pii vlastnim kmitani, tedy stavu, kdy konstrukce kmitd pouze jedinou frekvenci v
odpovidajicim tvaru vlastniho kmitani, dochazi vlivem Utlumu k jevu, ze amplitud kmitani
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vlastniho tvaru v jednotlivych bodech konstrukce neni dosazeno ve shodny ¢asovy okamzik,
tyto amplitudy jsou viici sobé fazoveé posunuty. Tento fakt Ize nejlépe vystihnout popsanim
vlastniho tvaru pomoci komplexnich ¢isel, tedy rozlozenim vlastniho tvaru do jeho redlné a
imaginarni slozky. U mostnich konstrukci je zpravidla Otlum kmitani maly a vliv
imaginarnich slozek na kmitani konstrukce 1ze bézné zanedbat, aniz by doslo k podstatnému
ovlivnéni vysledk dynamického vypoctu.

V prvnim kroku sestavovani modéalniho modelu mostni konstrukce z experimentalné
ur¢enych modalnich parametri metodou AVT, jejichz pocet je zavisly na uspotfadani a
vyhodnoceni méfeni, je nutné ztvartt vlastniho kmitani matematickymi postupy sestavit
ortonormalni bazi. Na zaklad¢ projektu nebo podrobné prohlidky a zkoumani sledovaného
mostu je tfeba sestavit jeho matici hmotnosti [m]. Vlastni tvary jsou pak subjektivné
zhodnoceny a je sestaveno potadi (od nejlépe zmétfeného k nejhiife zméfenému), v jakém
budou postupné upravovany. Potom jsou tvary normalizovany vzhledem k matici hmotnosti

{Rw} {(n} ( (J)} [m] { J)})OS (2)

a dale ortogonalizovany s vahou matice hmotnosti pomoci Gramm-Smidtovy metody
vzhledem k jiz upravenym tvarim podle rovnice

o= oo Sl Vi R g

kde j je poradové Cislo upravovaného vlastniho tvaru, m je pocet jiz upravenych vlastnich
tvard, {rg} je vlastni tvar vyhodnoceny z méfeni, {Rg;} je tvar normovany vzhledem k matici
hmotnosti a {R} je vysledny ortonormalni tvar vlastniho kmitani.

V ptipad¢ tvarii vlastniho kmitani ur¢enych z frekvencnich ptenosovych funkci (metoda
FVT) je jiz pfi jejich vyhodnoceni teoreticky zohlednéna jejich vzajemna ortogonalita. U
téchto vlastnich tvart je tedy ménéno pouze méfitko na zakladé vzorce

{Rm} O Zi {(n s 4)

kde Zg) je tzv. reziduum, pofadnice vlastniho tvaru {r;} v mist¢ plisobeni budici sily s.
Ptredpoklad ortogonalnosti tvarti vlastniho kmitani vyhodnocenych z vysledkii méieni lze
ovéfit jen piiblizné (matice hmotnosti v tomto pfipad¢ neni sestavena) na zakladé korelaéniho
koeficientu modalni analyzy MACg;, ktery v podstaté pfedstavuje podminku ortogonality za
predpokladu, Ze teoretickd matice hmotnosti je diagondlni a Ze ma diagonalni Cleny stejné
veliké.

Pfimou soucésti modalniho modelu se miize stat i napéti v urCitém detailu stavebni
konstrukce. Do tohoto mista se pii méfeni (jak postupem FVT tak i AVT) vlozi tenzometr.
Zmétena pomérna deformace se na zaklad¢é fyzikalnich rovnic pievede na napéti a dale se
zpracuje obdobné jako zméiené vychylky.

Vypocet odezvy modalniho modelu mostu na dynamické zatiZeni

Modalni model urcité konstrukce lze vyuzit pouze k vypoctu jejiho linearniho chovéani.
Casovy prubéh odezvy {r(t)} vyvolané dynamickym zatiZzenim je feSen pomoci rozkladu
podle tvart vlastniho kmitani. Na zéklad¢ transformace, pfi které je odezva {r(t)} vyjadiena
jako linedrni kombinace ortonormalnich tvarti vlastniho kmitani nasobenych jejich
zobecnélou soufadnici qg)(t)

r(t)}=§1,{R(n}q(j)(t) , )
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Obr. 1 Zelezniéni most ve Strazi nad Ohii — experimentalné uréeny 2. tvar vlastniho kmitani
f2) = 7,090 Hz- redlna slozka

Obr. 2 Zelezniéni most ve Strazi nad Ohii — experimentalng uréeny 4. tvar vlastniho kmitani
fay = 12,160 Hz- redlna slozka

kde N je pocet tvart vlastniho kmitdni, ze kterych je sestaven modalni model, systém
zakladnich vzijemné zéavislych diferencialnich pohybovych rovnic ptfejde na soustavu N
navzajem nezavislych diferencialnich rovnic pro neznamou qg(t)

Gy () + 205 G (1) + 007 G (1) = (1) (6)

V (6) je @ zméfena kruhova frekvence vlastniho kmitani, oy odpovidajici kruhova
frekvence utlumu a pj) je zobecnéla soufadnice zatiZent, ktera se pocita na zaklad¢ vzorce

po,O=1]R, [ {FO} . (7)

Ve vztahu (7) popisuje {F(t)} vektor vnéjsich budicich sil, ktery je pii feseni piejezdu vozidel
sestavovan z jejich okamzitych napravovych tlakli. Vzhledem k charakteru budici sily, ktera
je vyvolavéana pouzitym modelem pohyblivého zatiZeni, je nutné rovnici (6) fesit numericky.
Autor pouziva metodu centralnich diferenci.
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Obr. 3 Dynamické odezva modalniho modelu Zelezni¢niho mostu ve Stradzi nad Ohii na
piejezd modelu lokomotivy E65 rychlosti 80 km/h a 82 km/h

Obr. 4 Vybrané tvary vlastniho kmitani mostu pies feku Radbuzu v Plzni — redlna slozka,
f(z) = 5,27 Hz 5 f(3) = 7,49 HZ, f(4) = 7,93 HZ, f(s) = 10,69 Hz

V soucasnosti je systém pro feSeni odezvy modalniho modelu mostni konstrukce na
pohyblivé zatizeni pomoci rozkladu podle tvari vlastniho kmitani rozSifovan o metodiku
s uvazovanim neproporcionalniho utlumu. Tento postup, ktery pracuje s frekvencemi tvary
vlastniho kmitani v podobé komplexnich Cisel, byl ovéfen v [4].

Model pohyblivého zatiZeni

Pohyblivé zatizeni mostu je v popisovanych vypoctech modelovano jako dopravni
proud - skupina modelti skutecnych vozidel. Modely vozidel jsou sestaveny pomoci metody
konstrukénich prvka jako prostorové soustavy hmotnych elementli navzajem propojenych
nehmotnymi nelinearnimi silovymi vazbami. Vystiznost takovéhoto modelovani vozidel byla
jiz ovétena. Béhem piejezdu se poloha vozidel na mosté scasem méni, vozidla jsou
kinematicky buzena vlivem nerovnosti vozovky a pohybu mostni konstrukce. Tim je
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vyvolano kmitdni vozidel, které je znacné nelinearni a je opét feSeno numericky. Vysledkem
vypoctu pohybu vozidel jsou jejich nové napravové sily, které zpétné dynamicky plisobi na
mostni konstrukci a tim ji rozkmitavaji. Pfi feSeni pohybu modelti vozidel pfes model mostni
konstrukce je tedy nutné fesit krok za krokem jejich vzajemnou interakci.

Praktické priklady

Popsanou metodikou byly sestaveny modalni modely nékolika mostnich konstruket,
jejichz data jsou uloZena v databance katedry stavebni mechaniky CVUT Praha, fakulta
stavebni. Modalni model silni¢niho deskového mostu z ptedpjatého betonu pies feku Radbuzu
v Plzni (stav pted rekonstrukci mostu) (obr. 4) a komlirkového mostu z predpjatého betonu

®
REAL PART OF THE 4 ™ MODE OF NATURAL VIBRATION REAL PART OF THE 8 © MODE OF NATURAL VIBRATION

f(8) =13,117 Hz fb(8) = 0,170 Hz

f(4) =5,851 Hz fb(4) = 0,055 Hz

Obr. 5 Vybrané tvary vlastniho kmitani mostu pies Sedlicky potok na D1 — reélna slozka,
f4y= 5,85 Hz , f(3y= 13,12 Hz, f9)= 16,15 Hz

Obr. 6 Tvary vlastniho kmitdni mostu pies Labe v Mélniku — realna slozka, f;)=1.125 Hz ,
f(z) =1.795 . HZ, f(3) = 2,650 Hz
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ptes Sedlicky potok na D1 v km 62,5 (stav bezprostiedné po rekonstrukci mostu) (obr. 5) byl
vytvoien podle rovnice (4) postupem, ktery odpovidd metodé urceni jejich modalnich
parametrd (FVT), tedy bez sestavovani matice hmotnosti. Frekvence, tvary vlastniho kmitani
a jim odpovidajici atlum zelezni¢niho ocelového piihradového mostu pres feku Ohti u Straze
nad Ohfi (obr. 1 a 2) a silnicniho mostu z pfedpjatého betonu ptes Labe v Mélniku (obr. 6)
byly ur¢eny pomoci metody AVT. Pfi vytvafeni jejich modalniho modelu bylo tedy nutno
sestavit jejich matici hmotnosti a postupovat podle rovnic (2) a (3).

Hatice poctu pulcyklu
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00 L T 00 T
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Obr. 7 Piiklad zpracovani vypoctené odezvy mostni konstrukce v métitku pomérné
deformace [um/m] pomoci modifikované metody rain-flow

Pii vypoctu dynamické odezvy silni¢nich mosti byly k modelovani dopravniho proudu
pouzity ruzné¢ usporadané skupiny modeli ndkladnich vozidel Tatra. Piiklad vysledka
ptejezdu modelu elektrické lokomotivy E65 pies Zelezni¢ni most pfes Ohfi je vykreslen na
obrazku ¢. 3. Odezva mostll byla vypodtena i v méfitku napéti. Casovy pribéh napéti
vuréitém sledovaném detailu konstrukce mize byt ur€en na zdkladé¢ vysledkt
experimentalniho zkoumani realné konstrukce nebo vypoctu. Prvni zptsob byl popsan vyse,
jeho presnost byla oveéfovana v [4]. Ve druhém pfipad¢ je odezva vypoctend pomoci
modalniho modelu vyuzita jako okrajova podminka pro vypocet napéti ve zvolené Casti
konstrukce, kterda je podrobné¢ modelovana pomoci metody koneénych prvki (tzv.
substructuring). Vypocitany ¢asovy prub¢h napéti v uréitém vybraném detailu konstrukce Ize
zpracovat tfidici metodou rain flow (obr. 7), ziskat histogram rozkmiti napéti a na jeho
zéklad¢ a Palmgren — Minerovy hypotézy lze provést odhad vlivu dynamického ucinku
ur¢itétho zkoumaného dynamického zatizeni (dopravniho proudu) na snizeni Unavové
zivotnosti sledované mostni konstrukce.
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Zavér
Popisovana problematika byla feSena i v [5], kde se ale autofi zabyvali pouze vypoctem
odezvy rovinného modelu mostu na u¢inky rovinného modelu vozidla.

V ¢lanku je ukazano, ze experimentidlné urCené modalni parametry (frekvence a
prostorové tvary vlastniho kmitani a jim pfisluSny utlum) lze piimo pouzit k vytvofeni
prostorového modalniho modelu sledované mostni konstrukce. Tento prostorovy model
umoziuje vystizny vypocet odezvy mostni konstrukce na prostorove pusobici dynamické ale 1
statické zatizeni [1]. Dynamické pohyblivé zatizeni je mozné modelovat jako skupinu
prostorovych modell skute¢nych vozidel. Na zdklad¢ odezvy mostu na pohyblivé zatizeni
vypoctené v métitku napéti a zpracované vhodnou tfidici metodou a na zakladé Palmgren —
Minerovy hypotézy lze provést odhad vlivu pouzitého dynamického zatizeni na snizeni
unavové zivotnosti sledované mostni konstrukce.

Piimé pouziti experimentdlné¢ urCenych modalnich parametr urcité konstrukce
k vypoctu jeji odezvy na dynamické a statické ucinky pohyblivého zatizeni je vhodnéd a
zajimava metoda pro zkoumdéni problematiky vzajemné interakce dynamického systému
mostni konstrukce — pohybujici se vozidla.

Tato prace byla podpoiena Grantovou agenturou Ceské republiky jako grant
¢. 103/96/K034 a 103/97/P108.
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