NON-STATIONARY STRESS STATE OF TRANSVERSALLY LOADED
THIN AND THICK PLATES

NESTACIONARNI NAPJATOST TLUSTE A TENKE DESKY PRICNE
NESTACIONARNE ZATIZENE
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In the paper, the solution of non-stationary stress-state of thick and thin plates transversally
loaded on one of their faces is described. By the results comparison, the acceptability of both used
methods can be verified. The solution of the thick plate is based on equations of motion of 3D
continuum, using basic models from the Kirchhoff to Timoshenko-Mindlin ones solves the thin
plate. The contribution presents the results of analytical, numerical (FEM) and experimental
(acoustic emission) analysis of the problem.
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1. Uvod

V piispévku jsou uvedeny vysledky feSeni tlusté a tenké desky pficné nestaciondrné
zatizené na jednom lici. Napjatost desek byla urena uzitim analytického, numerického a
experimentalniho feseni. Cilem prace bylo vzajemnym srovnanim vysledktl ziskanych
riznymi metodami posoudit jejich moznosti a pfedevSim ukazat jak pii volbé spravnych
postupt Ize docilit maximalni pfesnost. Byly uvazovany tii typy desek. Deska tlusta byla
uvazovana jako nekonecné¢ rozlehla (to vyzaduje uziti integralnich transformaci pii
analytickém feSeni) s kone¢nou tloustkou 2d, ktera byla na jednom lici zatizena na plosce
pruméru 2h pfi¢nym napétim stalé hodnoty nad touto ploskou, jehoz Casovy prub¢h byl dan
skokovou funkci (podrobnosti viz [1] a [2]). Za obdobnych ptedpokladl byla feSena deska
tenka (viz [3]) s pouzitim Timogenko-Mindlinova modelu. Reseni obou problémi vychazelo z
ptislusnych pohybovych rovnic ( pro tlustou desku z rovnic 3D kontinua, pro tenkou desku z
rovnic odpovidajicich uzitému modelu), na které byla aplikovana metoda integralnich
transformaci spolu s metodou separace proménnych. Oba problémy byly uvazovany jako
rotacn¢ symetrické. Dale byla analyticky feSena napjatost tenké obdélnikové a kruhové desky
za obdobnych piedpokladii jako v ptedchozich ptipadech pro vSechny existujici modely, tj. od
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Kirchhoffova az po Timosenko-Mindlintiv. Casovy priibéh zatizeni byl uvaZovan ve tvaru
skokové funkce a impulsu. Podrobnosti viz [4].

Kromé analytického fteSeni byla pouzita metoda konecnych prvki jako metoda
numerickd a pro experimentalni feSeni pak metoda akustické emise.

2. Vysledky analytického reSeni

Ve velmi stru¢ném zapisu uvedeme vysledné vztahy analytického feSeni tlusté i tenké
desky pro ziskdni ndzoru o problémech spojenych s jejich ¢iselnym vyhodnocenim. Nejprve
uved’'me vztah pro pfi¢ny posuv v tlusté desce. Plati
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Funkce M a N neuvadime pro jejich slozitost. Jsou opét dany kombinaci hyperbolickych
funkci. Funkce £, jsou jednoduchymi funkcemi &,, n, a p, proi=L, T, 1, 2, 3, 4.

Numerické zpracovani téchto vztaht je komplikovano tim, Ze integrandy nevlastnich
integralt v nekonecnych fadach obsahuji parametry &, a 7, vazané s integra¢ni proménnou

(yd) nasledujicimi rovnicemi
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Pted vycislenim integralt je tedy nutné nejprve urcit dostateény pocet kotent piedchozich
rovnic, oznacovanych jako rovnice disperznich ktivek. Dalsi komplikaci je zavislost tvaru
funkci na velikosti parametrt £, a 7,, které rozhoduji o tom, budou-li platit hyperbolické

funkce nebo budou prechazet na funkce goniometrické. V uvedeném tvaru vyrazy plati pro

£ <1.

Vysledky feSeni nekonecné rozlehlé tenké desky maji tvar (uvadime vztah pro pii¢ny
posuv - podrobnosti viz [3])
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V téchto vztazich opét vystupuje vazebni rovnice vazici integraéni proménnou (7d ) a kofeny
¢, analogicky predchozimu ptipadu.
Veli¢iny ¢, ¢, a c¢; jsou rychlosti dilata¢nich vin ve 3D a 2D kontinuu a rychlost

smykovych vIn v kontinuu.

Nakonec uved’'me vztah pro pfi¢ny posuv v tenké obdélnikové desce pro nejjednodussi
Kirchhoffiv model

w(x, y.1) ZZsm sin 22 in B i P . 2
a n=1 m=1 b a b a)mn

kde



[nﬂjz (mﬁjz D
a)mn = - | — > -
’ a b ph

D - ohybova tuhost desky
£ - mérna hmotnost

F, - hodnota zatéZovaci sily
a,b,h - rozméry a tloustka desky.

vvvvvv

3. Numerické a experimentalni vysledky

Vyc¢islenim predchozich vztaht ziskame ¢iselné hodnoty zakladnich velicin, jako jsou
posuvy a napéti, které uréime jesté uzitim metody koneénych prvka a experimentalné. Tyto
prace jsou nesmirn¢ casove€ narocné a vyzaduji vysoce vykonnou vypocetni techniku. Pfi
numerickém vyhodnoceni uvedenych vztaht byly vyuzity zkuSenosti ziskané v minulosti pfi
vyc¢islovani obdobnych uloh (raz ty¢i, desek, nestacionarné zatiZzeny sténovy pas, kotouce
apod.). Souborné zpracovani n¢kolika uloh tohoto typu bude obsahem ptipravovanych ¢lanki
a tato uloha je jednou z nich.

Na nésledujicich n€kolika obrazcich budou uvedeny nékteré ze zdkladnich vysledkd,
dalsi pak budou uvedeny pfi prezentaci referatu. Na obr. 1 je ukdzano srovnani vypoctu
¢asového pribehu ptiéného posuvu desky tlusté 5 mm zatizené na plosce o 4 mm napétim 50
MPa v misté¢ vzdaleném o 40 mm od mista zatizeni. Vidime vynikajici shodu, pfi uziti vSech
uvazovanych metod feSeni - teorie tlustych a tenkych desek a MKP. Vysledek svéd¢i o
dobrém zvladnuti pfesnosti vycisleni a dale o tom, ze v tomto pfipad¢ teorie tlustych desek a
tenkych desek vystihuje napjatost dobfe. OvSem tento zavér neplati pro vSechny oblasti
desky, a predevsim ne pro desky geometricky tlusté. Jednim z cili prace je pravé posoudit
moznosti uzitych metod a vymezit oblasti jejich pouziti pfi nestacionarnim zatizeni.

Na obr. 2 jsou pro stejny bod ukazany prabéhy odpovidajici Kirchhoffovu,
Rayleighovu, Fligeho a Mindlin-Timoshenkovu modelu tenké desky. Je vidét, ze fyzikaln¢ si
blizké modely (prvni a druhy a tieti a ctvrty) davaji vysledky, které jsou si velmi blizké.

Na obr. 3 je uveden prubeh p#icného posuvu tentokrat pro desku tlustou 50 mm,
zatizenou na ploSce ¢ 1 mm napétim 50 MPa feSenou analyticky (3D) - pribéh oznacen
"tlustd deska" - a uzitim MKP. Pro MKP byla tloha uvaZzovana rovnéz jako rotacné
symetricka, byl uzit MKP systém MARC, velikost prvka byla 0,4x0,4 mm a uzita metoda
centralnich diferenci. Vidime, ze MKP dobte vystihuje zacatek (ptichod dilata¢ni viny) a
konec pribéhu, ale velky rozdil je ve stfedni ¢asti prubéhu, coz je misto piichodu cela
Rayleighovy viny. Zde ziskana ptesnost vycisleni analytického feSeni ("tlustd deska") je
extrémné vysoka. Tuto piesnost neni zatim mozno pii vypocetnich prostfedcich, které mame
k dispozici dosdhnout - vyzadovala by uzit miliony prvki. Nase moznosti kon¢i u 100 000
prvku.

Nakonec uvedeme na obr. 4 porovndni pribéhu piicného posuvu uzitim MKP a
meéifeni provedené uzitim snimact akustické emise pro desku tlustou 50 mm. Opét je vidét
velmi dobra shoda obou vysledkt na zacatku pribéhu, svédcici o dobré piesnosti obou metod.
Snizovani hodnoty posuvu pro delsi casy u meéfeni je dusledek neodstranitelné vlastnosti
metody akustické emise uzivajici piezokeramické snimace, jejichz signal se s rostoucim
¢asem "vybiji" vnitinimi elektrickymi svody materidlu. Uvazované misto lezi pod zatézovaci
silou na opac¢ném lici desky. Zatizeni bylo realizovano lomem tenké kapilary.



4. Zavér

Ukézané vysledky svéd¢i o dobrém zvladnuti a velké ptesnosti uzitych postupl a
metod. Naznacuji vSak, Ze nelze pii uziti rychle se méniciho nestacionarniho zatizeni
(skokova funkce, lom kapilary apod.) vyslovit jednoduché a jednoznacné zavéry o
moznostech uzitych metod. Vzdy je nutno konkrétni pfipad dikladné provétit porovnanim
vysledki vice metod feseni.

Tato prace byla podporovana grantem GA CR 101/00/0674 a grantem GA AV CR A2076001.
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