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1 Uvod

Vyhodnocovani namétfenych dat provedenych experimentt se sebou pfinéasi celou fadu problémt.
Jednim takovym vaznym problémem je naptiklad stanoveni parametri materialovych modelt z expe-
rimentélné ziskanych dat. Zde ve své pravé podstaté jde o problém najit takové hodnoty parametri
modelu, aby soucet druhych mocnic rozdilu naméfenych hodnot a hodnot odpovidajicich hledanému
modelu byl minimélni. Tato chvalné zndmé& metoda zvana jako metoda nejmensich ¢tvercti spada
mezi tlohy o nalezeni minima dané funkce. Matematickych metod zabyvajicich se problémem nalezeni
minima dané funkce je cela fada, ne vSechny jsou vSak zcela vhodné k feSeni konkrétnich tkold. V
pripadé feSeni nasi tlohy je v drtivé vétsiné piipadd hledan extrém funkce majici tvar souctu soucint
mocnin hledanych parametrt.

Resenim tlohy takového tvaru se zabyva metoda zvana Geometrické programovdni. Termin pro-
gramovani se z historickych divodt pouziva pro oznaceni matematické formulace parametrickych op-
timalizacnich dloh a pro metody jejich feseni. Geometrické programovani je jednou takovou formulaci
a metodou.

Jiz od ¢asti Pierre de Fermata (Pierre de Fermat [-mé] * 1601, Beaumont de Lomagne, { 12. 1.
1665, Castres.) je znamo, Ze jisté nerovnosti pomahaji fesit specidlni optimalizaéni tlohy. V Sedesatych
letech dvacatého stoleti panové Peterson, Duffin a Zener precizné popsali vyuziti vlastnosti nerovnosti
uvadéjici vztah mezi vazenym aritmetickym primérem a vazenym geometrickym prameérem, které se
tikd geometrickda nerovnost, k feseni parametrické optimaliza¢ni tlohy shora uvedeného tvaru. V letech
sedmdesatych byl postup shora citované prace zna¢né zobecnén panem D. J. Wildem na feSeni tloh
nasledujiciho typu.

mo M
n)l(ingo, g():ZcZ-HXz“‘, M =n-h, (1)
v i=1 p=1

pfi splnéni vedlejSich podminek majicich tvar

0 < zrgpr <1, (k=1,2,...,q), (2)
kde z; =1 nebo —1 a

my M
o=, a][xu" (3)

i=mg_1+1 p=1

a kde ¢ je pocet vedlejsich podminek (2), mg pocet ¢lent cilové funkce, (my — my_1) pocet ¢lent k-té
vedlejsi podminky, m = m, je celkovy pocet ¢lenti a M je pocet navrhovych velic¢in X ,.
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2 Geometrické programovani

Termin programovani se z historickych diuvodu pouziva pro oznaceni matematické formulace pa-
rametrickych optimaliza¢nich tloh a pro metody jejich feseni. Geometrické programovani je jednou
takovou formulaci a metodou. Zminéna formulace je, jak shora vidno, vyjadrena v t¥idé funkci majicich
tvar souctu soucinti mocnin navrhovych proménnych X,, a zndmych koeficienti c;.

Jiz od ¢asti Pierre de Fermata? je zndmo, Ze jisté nerovnosti pomahaji fesit specialni optimaliza¢ni
ulohy. V Sedesétych letech dvacatého stoleti pAnové Peterson, Duffin a Zener [Geometric Programming;:
Theory and Application. New York, J.Wiley 1967.] precizné popsali vyuziti vlastnosti nerovnosti uva-
déjici vztah mezi vazenym aritmetickym primeérem a vazenym geometrickym priameérem, které se rika
geometrickd nerovnost, k feSeni parametrické optimaliza¢ni Glohy shora uvedeného tvaru, v pripadé,
ze koeficienty ¢; jsou vSechny kladné a faktory zi jsou rovny jedné. Postup feseni tlohy shora uvedené
(pro koeficienty ¢; obou znamének a pro hodnoty zj rovny jedné ¢i méné jedné) byl sestaven na zékladé
shora citované prace panem D. J. Wildem [Globally Optimal Design. New York, John Wiley and Sons
1978.] v letech sedmdesatych.

Geometrickd nerovnost Tika ze, vazeny aritmeticky primér je nejméné tak veliky jako vazeny
geometricky prumér, tedy plati

S s> [[UF (4)
=1 =1

kde U; jsou libovolné nezapornd ¢isla a §; jsou libovolné kladné vdhy, které spliuji podminku normy

01+0+...+0,=1. (5)

Geometrickd nerovnost se navic stava rovnosti pravé kdyz

Ur=Us=...=Up. (6)

3 si ukdZzeme na tloze

Princip vyuziti geometrické nerovnosti (4) k feSeni primdrni ulohy (1), (2)
nalézti minimum funkce gy dané vztahem (1)*, kde vSechny vystupujici koeficienty ¢; jsou kladné a na
kterou nejsou uvaleny zadné vedlejsi podminky vyjma podminky kladnosti navrhovych veli¢in X M.‘r’

Uvazujme tedy primérni alohu

min g, (7)

g=u1 +ug+...+ Un,

u; = cin“ Xg” . X;;I'M, (8)
kde
¢ >0, X,>0, (t=1,2,...,m), (n=1,2,...,M). 9)
PoloZenim
U; = 51UZ (10)

dostavame geometrickou nerovnost (4) ve tvaru

ur+us+ ...+ Uy, > “ 61~ 2 62~ A Ym 5’”' (11)
- 51 (52 6m

*Pierre de Fermat [-m4] * 1601, Beaumont de Lomagne, 1 12. I. 1665, Castres.
3Této tiloze se v teorii geometrického programovani ¥ika primdrnd dloha.
4Funkce go slove primdrnd funkce.

"Proménné X, se nazyvaji primdrni proménné.
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Dosazenim za u; dle (8) do posledniho vztahu dostéavame

01 o2 Om
9>V X)=(2) (2) (=) xProxPe . xDu (12)
& 5 Om
kde
Dy=)> biaip,  (p=1,2,...,M). (13)
=1

Funkei V(8;, X,,) proménnych 61,62,...,0, a X1, Xo,..., Xy se Tikd preddudlni funkce. Lze do-
kézat,% Ze minimum nasi funkce g je rovno maximu dudlni funkce v(§) dudlnich proménnych §; pii
splnéni M + 1 linearnich vedlejsich podminek. Tedy

rr)l(ing = g(X;L) = g}&}j (6:, X,) =V (9, X;L) = Umaz » (14)
kde
Umag = MaX v(0;), (15)

k3

o= (5) ()"

pfi splnéni linearnich vedlejSich podminek

D Siain =0,  (p=12,...,M), (16)
=1
> 6i=1, (17)
=1
8 > 07, (i=1,2,...,m). (18)

Této tloze se fika uloha dudlni.

Vzhledem k tomu, ze funkce v ma pri uvazovani ¢; > 0 a §; > 0 maximum ve stejném bodé jako
funkce® Inwv, hleddme maximum konkdvni® funkce Inv pfi splnéni linedrnich vedlejsich podminek
(16), (17) a (18). Je-li navic pocet M primarnich proménnych X; o jednu mensi nezli pocet m clentt u;
funkce ¢,'° potom vedlejsi podminky dudlni dlohy maji pouze jedno feseni a dualni tloha se redukuje
na TeSeni soustavy linearnich rovnic, coz je skute¢nost stojici zduraznit.

Najdeme-li bod ¢}, v némz dudlni funkce v(¢;) dosahuje svého vazaného maxima, pak minimaliza¢ni
bod primérni tlohy X’ ! nalezneme uzitim podminky, Ze geometrickd nerovnost se stava rovnosti
jediné plati-1it?

SDerivaci logaritmu pravé strany vyrazu (12).

"Je-li §; = 0, potom uvazujeme
3;
Cq
— =1.

8Funkce In z je konk4vni na konvexni mnoziné viech kladnjch &isel z. Proto pro ¢; > 0 (t=1,2,....m)ad; >0(i=
1,2,...,m) je funkce Inv(d) funkei konkévni.

9PfiGemz si uvédomme kvalitativni rozdil mezi problémem nalezeni globalniho extrému ptvodni nekonvexni funkce,
o které nevime, kolik mé lokalnich extrémi, a problémem nalezeni maxima konkavni funkce, kde toto maximum je
maximem jedinym.

10Cehoz lze dosahnout vhodnou formalizaci ptivodni tlohy funkéni optimalizace a zejména vhodnou formulaci kon-
strukénich ciltt a vhodnym sestavenim matematického modelu, ¢i jistymi matematickymi obraty v pribéhu transformace
funkéni optimaliza¢ni tlohy na tlohu parametrické optimalizace.

UZde X = (X1, Xa,..., Xm).

128rvn. vyjadfeni (6) na str. 164.
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o'

=K, (19)

kde K je konstanta shodna pro vsechna i.
Tato podminka vede na vztah pro nalezeni minimalizujiciho bodu primarni alohy X,, ve tvaru

G X{ X2 XM =w(d) - 6, (i=1,2,...,m)". (20)
Vezmeme-li v Gtvahu shora polozené podminky

¢ >0, X,>0, (t=1,2,...,m), (n=12,...,M), (21)

potom zlogaritmovanim vztaht (20) dostavame soustavu linearnich rovnic pro proménné In X,

M N st

S ailn X, = (20 %%y (22)
(&

p=1

V ptipadé dlohy s vedlejsimi podminkami je nutné pouzit metodu Lagrangeovych multiplikator
a vznikly problém fesit opét uzitim geometrické nerovnosti.

3 Obecna uloha geometrického programovani

Postup feseni obecné ulohy geometrického programovani (23) aZ (26) byl na zakladé shora pfed-
stavené filozofie vyuziti geometrické nerovnosti a zejména na zakladé prace pani Peterson, Duffin a
Zener vytvoren panem Wildem v sedmdesatych letech dvacatého stoleti.

Shodné jako v pfipadé ulohy (7) na str. 164 je primarni tloha nalezeni minima funkce

mo M
go=> e []Xu™, (23)
i=1 p=1

pri splnéni vedlejSich podminek majicich tvar
X, > 01, (u=1,2,....,M), (24)

0< Zkg]?c < la (k = 1727' . 'aQ)v (25)
kde z; = 1 nebo —1 a

mp M
ge= > ][ X", (26)
i=mp_1+1 p=1
a kde ¢ je pocet vedlejsich podminek (25), mg pocet ¢leni cilové funkce, (my — my_1) pocet clenii
k-té vedlejsi podminky a m = mg je celkovy pocet clentl, pfevedena na feseni dudlni tlohy nalézti
maximum dudlni funkce v(d) dané vztahem (27) pfi splnéni duélnich vedlejsich podminek (29), (30)
a (31). Tato dudlni tloha m4 tvar

m ) 0i0; q g
max v, v=o0- <H (?) : H AZ’“) ; (27)
k=1

517---76m i=1 7

13V tomto vztahu &' = (81,64, ..., 00,) znadi maximaliza¢ni bod dualni dlohy.
Tato podminka vyplyva z odvozeni vztahu mezi primarni a duélni tilohou geometrického progamovéani. V piipadé
proménnych X, nabyvajicich obou znamének je mozné pouzit substituci

X, =X -X,, kde X/} >0,X, >0
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kde

my, my
A = Zk Z 0i0;, hp= Z 0i0; (k=1,2,...,q),
i=mp_1+1 1=mj_1+1
a
0; = sgnc;, (i=1,2,...,m), (28)

pri splnéni linearnich vedlejSich podminek

m
Zaiaipdi:07 (M:1727"'7M)7 (29>
i=1

mo
Z aidi =0 (30)
=1

5 >0, (i=1,2,...,m). (31)

Resen{ této dualni tlohy se za¢ind roziesenim vedlejsich podminek (29) a (30), kdy za konstantu
o se voli ¢islo +1 ¢ —1 tak, aby byla splnéna podminka (31). Timto dostavame vyjadieni dudlnich

proménnych ve tvaru'®
m—M-—1
Si=di+ Y diyry,  (i=12,...,m), (32)
j=1
kder;, 7=1,2,...,m—M —1, jsou tzv. bazove proméenné, které maji vyhovovat podmince kladnosti
dualnich proménnych
m—M—1
d; + Z dijri >0, (i:1,2,...,m). (33)
j=1

Duaélni funkce, jako funkce zdkladnich proménnych, ma nyni tvar

o(r)=o- (ﬁ <§>M : f[x’,;k)a, (34)

=1 k=1

kde

my mp

)\k: = Zk Z 0-’5517 hk’ = Z 0152 ) (k = 17 27 7Q)7
i:mk,1+1 i:mk,1+1
o; = sgnc; , (1=1,2,...,m) (35)
a
m—M-—1
0; = d; + Z dijrj, (i:1,2,...,m).
j=1

Nésleduje FeSeni tlohy najiti maximum této funkce v(r) pfi splnéni vedlejsich podminek

m—M-—1
di+ > dijr; =0,  (i=1,2,...,m). (36)
j=1

15K gziskani tohoto feSeni je vhodné pouzit tzv. singularniho rozkladu matice soustavy.
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Dualni cilova funkce vsak v tomto pfipadé neni obecné konkavni funkci a ne vzdy zde ziskame
konkavni funkci prostym zlogaritmovanim funkce v(r). Plati vSak poznamka o moznosti upravy po-
¢tu primarnich proménnych a za jistych okolnosti také poctu ¢lent v priméarni funkci a primérnich
vedlejsich podminkéch, a tim redukovat duélni tilohu na feSeni soustavy lineadrnich rovnic.

Na zavér je nutné urcit hodnoty primarnich proménnych X ;L, v nichz primarni funkce dosahuje
svého vézaného minima. Obdobné jako v diskutovaném pripadé funkce s kladnymi koeficienty ¢; lze
tyto proménné

urcit ze vztaht

M
Ci H X;“ = o;6.0v(d), (1=1,2,...,mg), (37)
7j=1
a
M 5!
o [] x5 = gim, (i=mpq+1mp 1 +2,...,mg), (k=1,2,...,q), (38)
j=1

kde ¢’ je vektor dudlnich proménnych ¢}, v nichz dudlni funkce v dosahuje svého maxima.
Posledni soustavu nelinearnich rovnic lze opét zlogaritmovanim prevést na soustavu linearnich

rovnic.16

4 Zavér

Vyhodnocovani naméfenych dat provedenych experimentt se sebou pfinasi celou fadu problémt.
Jednim takovym vaznym problémem je napriklad stanoveni parametrii materidlovych modeld z expe-
rimentalné ziskanych dat. Zde ve své pravé podstaté jde o problém najit takové hodnoty parametru
modelu, aby soucet druhych mocnic rozdilu naméfenych hodnot a hodnot odpovidajicich hledanému
modelu byl miniméalni. Tato chvalné znamé metoda zvana jako metoda nejmensich ¢tverct spada
mezi tlohy o nalezeni minima dané funkce. Matematickych metod zabyvajicich se problémem nalezeni
minima dané funkce je celd fada, ne vSechny jsou vsak zcela vhodné k feSeni konkrétnich tkolt. V
pripadé feSeni nasi tlohy je v drtivé vétsiné pripadd hledan extrém funkce majici tvar sou¢tu soucini
mocnin hledanych parametrt.

Resenim tlohy takového tvaru se zab§yva metoda zvana Geometrické programovdni. Termin pro-
gramovani se z historickych divoda pouzivd pro oznaceni matematické formulace parametrickych
optimaliza¢nich tloh a pro metody jejich feSeni. Geometrické programovani je jednou takovou formu-
laci a metodou. V predloZené préaci se rozebira filozofie vyuziti geometrické nerovnosti k feSeni jistého
(v praxi experimentatora ¢asto se vyskytujiciho) typu extremdlni tlohy a podava se prakticky navod
k postupu jejiho feseni.

5 Podékovani

Autor si dovoluje na tomto misté vyjadiit své podékovani GACR. 106/00/1477 za podporu jiz
se mu dostalo.

6y zhledem k o; = sgne;, (i = 1,2,...,m).
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