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SLENDER BEAM VIBRATIONS: DAMPING AND ITS MODEL
KMITAN{ $TIHLEHO NOSNiKU: UTLUM A JEHO MODEL

Petr Frantik'

Experimental results of free vibration measurement of slender steel cantilever beam and its numerical model is
described in the paper. The experiment was focused on investigation of damping effects of slender steel beam with
very large displacements (the same order like beam length). Material of the beam is linear elastic upon large
displacements due to beam slenderness. Special model of slender cantilever beam is used and described.. Beam is
divided into a number of rigid segments, connected by hinges with linear rotational springs.

Quadratic approximation (depended on segment angular velocity) of damping effect is able to represent real
behaviour of selected problem.
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Uvod

Pii kmitdni redlnych konstrukci dochazi ke komplexnim jeviim, které zplisobuji rozptyl
(disipaci) sledované formy kinetické energie konstrukce zejména do jejiho okoli. Z téchto jevl
uved'me napt. zvySeni teploty konstrukce (pfeména kinetické energie konstrukce na kinetickou
energii atomud resp. molekul hmoty konstrukce) a odpor prostiedi (pfeména kinetické energie
konstrukce na kinetickou energii atomu resp. molekul okolniho prostiedi). Pfimé postihnuti vSech
téchto jevli v modelu konstrukce ptinasi téméf nezvladnutelnou vypocetni slozitost. Nastésti se
ukézalo byt vhodné tyto jevy v modelu nahradit umélym rozptylem energie zvanym tlumeni.

V tomto pfispévku se zabyvame modelem Utlumu velmi $tihlého pruzného konzolového
nosniku, ktery kmita v oblastech velmi velkych pfemisténi. Model konstrukce i utlumu byl
vytvotfen pro experimentalni vyzkum chovani dynamicky zatizeného nosniku se zaméfenim na
nelinedrni jevy, ke kterym dochazi pii vyvoji kmitdni (evoluci) zatizené konstrukce —
nelinearniho dynamického systému. V evoluci nelinearnich dynamickych systémii hraje tlumeni
podstatnou roli, a proto bylo nalezeni vystizného modelu rozptylu energie dilezitym ukolem.
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Utlum konstrukei je b&Zné modelovan pomoci tzv. viskoézniho tlumeni, které je zastoupeno
v matematickych modelech ¢lenem linearné zavislym na rychlosti (viz napt. [1],[2]), coz
v mnoha ptipadech zjednoduSuje feseni tlohy. Obecné je jisté¢ mozné rozsifit aproximaci utlumu
na polynom libovolného tadu.

Konstrukce

Jiz viavodu byla naznaCena uloha, pro kterou bylo zapotfebi experimentalné stanovit
vlastnosti tlumu a vytvofit jeho model i model samotné konstrukce. Pro vyzkum nelinearnich
projevil dynamického systému byl vybran svisle situovany, ptimy, velmi §tihly konzolovy nosnik
z oceli (viz obr. 1), kterd se v uvazované oblasti ptetvoreni
chova linearn¢ pruzné. Nosnik je v jedné své rovin¢ ohybu I'\
velmi Stihly, aby mohlo dochazet kvelmi velkym
pfemisténim (stejného fadu jako délka nosniku) soucasné pii
malych pietvofenich materidlu. Naméiené rozhodujici
parametry nosniku (vzhledem k jeho velké Stihlosti) jsou
nasledujici:

e hmotnost m.=9.03 g,
e délka/.=30cm,
e ohybova tuhost £/ = 0.0053 Pa.m".

Obr. 1 Znazornéni pretvoiené
konstrukce

Model

Pro numerickou simulaci kmitani vybrané konstrukce byl
vytvofen specialni model, jehoz konzervativni pohybové rovnice
jsou odvozeny v ¢lanku [3]. Vzhledem k Stihlosti prutu je
vyhodné, pro vypocet piicného kmitdni, zanedbat smykové
pretvoreni i konstantni slozku normalového pietvoreni. Prut je tak
mozno modelovat ekvidistantnim rozdélenim na tuhé dilce
spojené vzajemné klouby s rotanimi pruzinami, viz obr. 2.

Tento model 1ze dle [2] oznaCit jako zvlastni ptipad metody
tuhych fyzickych kone¢nych prvkd. Diky zanedbani prace
normalovych a posouvajicich sil je eliminovan vznik vysSich
frekvenci a umoznéna vétsi efektivita numerického feseni.

Obr. 2 Model prutu



Pohybové rovnice modelu, véetné tlumicich ¢lend, 1ze zapsat v maticovém tvaru:

d

M—0=Q0’-Co-Kop,

dt

— =0,
ar?

(1)

kde ¢ je vektor pootoceni dilcli, @ je vektor uhlovych rychlosti dilcti, M je plnd symetricka
matice momentl setrvacnosti dilcti, Q je podobna antimetrickd matice, C je diagonalni matice

utlumu, K je tfidiagonalni matice tuhosti a ¢ je Cas. Matice momentt setrvacnosti M ma tvar:
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kde ¢, je pootoceni i-té¢ho dilce, vzato vzestupné od dilce u vetknuti prutu, n je pocet dilct, / je

délka dilce a m je hmotnost dilce. Dale pro matici Q plati:
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JestliZe k je tuhost rotanich pruzin, pro kterou plati k= EI/l, kde EI je ohybova tuhost prutu,
pak pro matici tuhosti K plati:
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-1 2 -1
-1 2
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kde c je globalni koeficient Gtlumu a ¢; je polynom zavisly na pfisluSné uhlové rychlosti w,.
V piipad¢ linearniho (visk6zniho) Gtlumu pro studovanou tlohu plati:

c =1. (6)

i

Experiment

Po experimentalnim i teoretickém ovéfeni statické i dynamické funk¢nosti modelu bylo nutno
nastavit vlastnosti teoreticky nejnarocnéjsi soucasti numerického modelu — tlumicich clent.
Prvotnim ukolem dynamického experimentalniho méfeni bylo zjistit, zda pro numerické simulace
ulohy pro dané podminky popsané dale, postacuje linedrni aproximace Utlumu. V negativnim
pfipadé pak nalézt pocet nutnych pfidanych ¢lent polynomu c¢;, které je tfeba vzit v tivahu
(poznamenejme, ze predem nebyla vyloucena moznost komplikovanéjsiho modelu utlumu).

Podminky experimentu byly zvoleny takové, aby pfiblizné odpovidaly podminkam, které mély
platit pfi dynamickém zatéZzovéani. Rozhodujici jsou zejména extrémni dosahovand pfemisténi
a frekvence kmitani prutu. Vzhledem k hledani nelinearnich jevi bylo uvazovano se zatézujici
frekvenci tadové blizkou dominantni vlastni frekvenci, kterd byla experimentalné naméiena
2.347 Hz pii pozici prutu dle obr. 1. V ,,zdkladni* pozici, tj. volné kmitani v horizontalni roving,
byla zmétena vlastni frekvence 2.598 Hz, coz odpovida teoreticky vypoctené hodnoté 2.609 Hz
dle [1] (vztah (3.91) na s. 238), ktera se témét shoduje s hodnotou 2.606 Hz ziskanou z modelu
s parametry uvedenymi vyse.

Prut, v pozici dle obr. 1, byl na poc¢atku dostatecné ohnut (pro dosazeni velkych piemisténi)
apoté ponechan volné¢ kmitat. Byl sledovan pokles amplitud pificnych (tj. horizontalnich)
vychylek y volného konce nosniku. Vysledek méteni je vidét na obrazku 3.



Analyzou namétenych amplitud pticné vychylky y bylo zjisténo, ze linearni viskozni utlum
nevyhovuje. Pokles amplitud nebyl pfi velkych pfemisténich exponencidlni, jak by odpovidalo
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Obr. 3 Srovnani amplitudy pticné vychylky volného konce prutu zjisténé experimentem pii
volném kmitani s vysledky numerické simulace pfi uziti kvadratické¢ho utlumu

linedrnimu Gtlumu. Proto byla nejprve vyzkouSena kvadraticka aproximace ve tvaru:

kde ¢, je relativni koeficient kvadratického c¢lene aproximacniho polynomu c¢;, ktera pii

¢, =l+c,|o,

3

hodnotach:

koeficient utlumu ¢=0.002 Nm.s.kg".rad”,
kvadraticky koeficient ¢,=1[-],

dala velmi dobrou shodu amplitud (i frekvence) jak je vidét na obrazku 3.

Zavér

V piispévku byl popséan problém nalezeni vhodné aproximace realnych tlumicich jevi, ke
kterym dochazi pfi kmitani jednoduché pruzné stihlé konstrukce v oblastech velkych premisténi.
Byl popsan uspésné uzity model ulohy i experiment, s pomoci kterého bylo zjisténo, ze pro
aproximaci utlumu vybrané konstrukce postacuje aproximace kvadratickym polynomem

zavislym na thlové rychlosti dilcit modelu.



Lze uvazovat, vzhledem ke zndmé empirické zavislosti odporu vzduchu pii obtékani predmétu
(kterd je kvadraticky zdvisla na rychlosti), ze se jednd pfevazné o tento disipacni jev. Tato
skutecnost ovsem nebyla prokazovéna.

Pti experimentech bylo také zjisténo, Ze objemove (ne vSak hmotnostné¢) mald pfidané pasivni
hmota (zdvazi na volném konci prutu) neovliviiuje vyznamné kvalitu nalezené aproximace.
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